M.POTAPOV
V.ALEXANDROY, P PASICHENKD

ALGEBRA

Jy analisis
¢ funciones

elementales






Algebra y analisis de funciones lineales



M. IIOTAIIOB,
B. ANIEKCAHIPOB,
Il. TACHYEHKO

AJITEBPA

W AHAJIN3
SJIEMEHTAPHBIX
OYHKLUN

HU3ITATEJBCTBO
«HAVHA»



M.POTAPOY
¥.ALEXANDROV, R PASICHENKO

ALGEBRA

dy andalisis
¢ Tunctones

dlementales

EDITORIAL MIR
Moscl



‘I'raducido del ruso por el ingeniero
K. P. Medkov

{mpreso en la URSS

IHa ucnamcKoM A3Ka

@ nsparenvereo «Haykan, 1980
@@ traduccion al espofiol, editorial Mir. 1986



INDICE

Capitulo 1. NOMEROS REALES

. Nlmeros naturales

. Fracciones ST

. Numeres enteros . . . . . . . . ..
. Nimeros racionales e irracionales :

. Nomeros reales . . . . ... .. ..
. Igualdades y desigualdades numéricas
. Conjuntos de nimeros . . . . . . |
BIETCICIOE. o6 fnutd bt & A & o

=1 S LNl O T

Capitulo II. EXPRESIONES ALGEBRAICAS

1. Deliniciones y propiedades principades L T 2
2. Jgualdades y desigualdades de las expresinnes alrebraicas
3. Polinomios s KR
4. Tracciones algebracas . ., . . . . .

5. Polinomios enteros respecto de una letra

G. Método de induccién matemdtica

Ejercicios . . .. .. e

Capitulo I1I. ECUACIONES ALGEBRAICAS Y DESIGUALDADFES

1. Ecuacién con una sola incdgnita ;
2, Desigualdades con umna sola incognita
3. Ecuaciones con dos incdgnitag

4. Sistemas de ceuaciones . . ., . . :
Ejercicios . . . . . -

Capitulo IV, POTENCIAS ¥ LOGARITMOS

§ 1. Potencia con exponente entero

§ Z. Potencia con exponente racional

§ 3. Potencia con exponente irracional
§ 4. Potencia de un nimero positive

§ 5. Logaritmos ; B e
Ejercicios 5

104

3

15
130
142
154
171

179

179
154
189
101
14h
200



Capitulo V. TRIGONOMETRIA , . . |

§ 1. Angulos y medicién de los dngulos
2, 8eno y eossno de un dngule . L L L L oL L L L L L.
3, Tangente y cntangenle de un dugulo

4. Identidad trigonométrica fandamental . . . . . . . . .
5. Formulas de adicion e 5 T i bl i, 5 A AN
§ 6. Férmulas de arcos dobles y de los arcos mitad . . . . . . .
Ejercicios P N e T - N s Y

Capitulo VI. FUNCIONES Y GRAFICAS DE LAS FUNCIONES

i. Delinicienes y cjemplos | T
2. Funciones clementales [undamentales
3. Fancienes inversas . . . . . .. .. ... -
4. Superposiciones de funciomes ¥ sus graficas
BIErCICIOn: ™ & o g w5 % @ wowow R ¥

Capitule VII. ECUACIONES CON UNA SOLA INCOGNITA

§ 1. Definiciones y afirmaciones principales referentes a la equiva-

lencia do las ecuaciones . . . . . .
§ 2. Ecuaciones elomentales . . . . . N %R g
§ 3. Transformaciones equivalentes de las ecuaciones . . . . . .
§ 4, Transformaciones no equivalentes de las ecuaciones
Ejercictos . . . . ... . .

Capitulo VIII, DESIGUALDADES CON UNA SOLA INCOGNITA . .

§ 1. Conceplos fundamentales y afirmaciones sobre la equwalencn
de las desigualdades ., . . . ... 4 g o s i

§ 2. Designaldades elementales S BB WM :

§ 3. Transformaciones de las des:n‘ualdades

Blercieios . . 6 oo w5 5 oounose S

Capitulo IX. LIMITE DE UNA SUCESION Y LIMITE DE UNA
FURKCION ... ..

1. Sucesiones numéricas ) :
2. Limite de una sucesion nurnm a
3, Limite de una funcién ., ., . .
4. Continuidad de una {funcién 5
5. Derivada de una funcidén ‘ 2 mEs  § e
BABTEIEN0R: & ¢ o fse & % 4 WAV Bs & A 8 4 B0 e B

Capitulo X. SISTEMAS DI ECUACIONES LINEALES

4. Mabeiees: & 4 & . .o F e s @ S R B B9
2. Determinantes ., . . . . . . . 4w . .
3. Matriz inversa. Rango de una matriz
4, Sistemas de ecuaciones lineales
Biareielos o5 = v 3 modres w5 w

Capitule X!. NGMEROS COMPLEJOS . . . ... .........

{. Concepto de nimero comrleo ..............
2. Forma trigonométrica de los ntimeros complejos . . . . . .
3. Campos do nimeros y anillos de nimeros . . . . ... ..
4, Polinomios sobre el campo de nimeros comple]os .....
5. Anilles, campos, grupos o m oy w B BN R W

pjerciciny & i S e @ s dils ;

332

338
346
360
367
387

397

397
406
435
455



CAPITULO
I
NUMEROS REALES

§ 1. Ndimeros naturales

Serie de nifimeros naturales. El concepto de nimeros naturales
surgi6 debido a la necesidad de contar. Los nimeros naturales pueden
compararse entre si y en este easo estd claro cudl de los dos nimeros
es mayor. Todos los nimeros naturales dispuestos en el orden de
crecimiento forman una serie de nGmeros naturales: el primer niimero
es el uno; el segundo, el dos; el tercero, el tres, etc. A todo niimero
natural le corresponde su lugar en dicha serie. En lo sucesivo la
serie de nimeros naturales se designara con la Jetra N,

Para sefialar que el numero m es mayor que n se utiliza la nota-
cién m > n. Para designar que el nimero m es menor que el niimero n,
se usa la notacién m << n. Dichas notaciones se llaman desigualdades
de los nimeros naturales. Para mostrar que el nimero m y el n
representan un mismo nimero se emplea la notacion m = n, Hlamada
igualdad de los numeros naturales,

La adicién de los niimeros naturales se puede definir ¢con ayuda
de la serie de numeros naturales de la manera siguiente.

Adicionar dos nimerog naturales m y n significa hallar en la serie
de niimeros naturales un nimero p (p >> m) dispuesto en el n-ésimo
lugar a partir del nimero m, empezando la cuenta con el nimero
m 4+ 1. Bl nimero mencionado p se denomina suma de los ndimeros
m y n; se denota con m + n, mientras que los nimeros m y n se
llaman sumandos. Por ejemplo, m + 3 es un namero que ocupa,
tras el nimero m, el tercer lugar. Para sumar varios nitmeros natu-
rales, es necesario adicionar al principio los dos primeros, luego
afiadir a ]a suma obtenida el siguiente nimero natural, etc,

Multiplicar un numero natural m por otro nimero natural »
significa encontrar un namero natural g igval: a) a n, si m = {;
b) a la suma de m nameros, cada uno de los cuales ez n, siempre que
m > 1. El nlimero citado ¢ se denomina produefo de los niimeros m
y n; se denota con mn, y los nimeros m y n se llaman faciores. Por
ejemplo, multiplicar el ndmero natural 2 por el nimero n significa
hallar un ntimero natural ¢ igual a la suma de dos nimeros, cada uno
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de los cuales es el nimere n. Esle nimero se designa 2n, es decir,
¢ = 2n, Para multiplicar varios ntimeros naturales, se debe multi-
plicar al principio los dos primeros nimeros, luego multiplicar el
niimero natural obtenido por el siguiente ntimero natural, etc.

Demos a conocer las leyes principales de adicién y multiplica-
cién de los nimeros naturales:

a) m + n = n -+ m (conmutatividad de la adicién);

by I +m)+mn=1+ (m + n) (asociatividad de la adicién);

¢) mn = nm (conmutatividad de la multiplicacién);

d) (Im}n = I (mn) (asociatividad de la multiplicacién);

e} ({ -+ m)rn = In + mn (distributividad de la adicién respecto
a la multiplicacion).

Si el nlimero m figura en calidad de factor & veces (k es un niimero
natural superior a la unidad), entonces el producto :

mm ... m
————— —
k veces

se denomina k-ésima potencia del mimero m y se designa m*, es decir,
por definicion,
mt=mm ... m
T
h veces

Ademas, de acuerdo con la definicién,
m! = m,

Son vilidas las siguientes propiedades de las potencias:

a) mkmn e mk+n:

h) (mk)ﬂ i ;nhn:

¢) mAlt = (ml)*,

Dichas propiedades se demuestran con ayuda de las leyes princi-
pales de adicion y multiplicacién de los niimeros naturales.

Definamos ahora las operaciones inversas a la adicién y multi-
plicacion de los numeros nalurales, a saber, las operaciones de sustrae-
cién y divisién para los mimeros naturales.

Sustraer de un nimere natural z ofro nimere natural m significa
encontrar un nimero natural p tal, que sea justo

m+ p= n. (1)

No siempre existe tal ndmero natural p que se cumpla la igualdad
(1) para cualesquiera niimeros naturales z y m. Si n > m, tal nimero
existe y es unico. Este se denomina diferencia o resto entre los nime-
ros n ym, y se designa n — m; el nimero n se llama minuendo, y m,
sustraendo.

Dividir un nimero natural » por otro nimero nataral m significa
hallar un nimero natural ¢ tal que se verifique la igualdad

mg = n. @)



No siempre existe tal ndmero natural ¢ que se verilique la iguaidad
{2) para cualesquiera mameros naturales # y m. Si dicho nimero
existe, entonces m y ¢ se denominan divisores del nimero n v e de-
signan

g=n:m; m=mn:yq.

Apoyédndose en las leyes principales de adicion v multiplicacion
de los niimeros naturales y en las definiciones de las operaciones de
sustraccién y division, se pueden demostrar lag simmentes afirmacio-
nes o, dicho de otro modo, los teoremas.

Teorema 1. Si el nimero m es un divisor de los mimeros n, y n,,
entonces m serd el divisor de la suma n, |- n,.

Demostracion. Por cuanto m es el divisor del nimero n,, entonces
ny = mq,. Por analogia, r, = mq,. Aplicando la ley de disiributivi-
dad de la adicion respecto a Ta multiplicacién de los niimeros natu-
rales, tenemos que ny + n, -~ mq, + mg, == m (g, 1 ¢.). Por con-
siguiente, el nitmero n; - n, se divide por el ndmero m.

Teorema 2. Sim es un divisor de los miimeros ny y ny, stendo ny > Ty,
entonces el nimero m serd el divisor de la diferencia ny, — n,.

La validez de esta afirmacion se demuestra de manera andloga.

Indiquemos, ademas, algunas otras propiedades evidentes de las
igualdades de nimeros naturales:

a) si m = n, entonces iz -~ k = n -+ k para cualquier nimero
natural &;

b} si m = n, entonces m — I =~ n — I para cualgquier ntmero
natural Z tal, que sea m > I;

¢) sim = n, entonces mp — np para cualquier namero natural P

d) sim = n, entonces m : ¢ = n : ¢ para cnalguier nimero natu-
ral ¢ que es el divisor del ndmero m.

Serie ampliada de niimeros naturales. Veamos un niimero nuevo,
a saber, el niimero cero. Para designarlo se emplea el sfmbolo 0,
El cero no es un niimero natural y se considera un nimero precedente
a todos los niimeros naturales. La serie de ndmeros nalurales junto
con el nimero cero lleva el nombre de serie natural ampliada. La serie
natural ampliada se designard con la letra Z,.

En la seric ampliada de nimcros natnrales se pueden definir
las operaciones de adicion y multiplicacion; con este objefo es
suficiente afiadir a las definiciones de la adicién v multiplicacion
de los nimeros naturales las definiciones correspondientes de la
adieién y multiplicacién, en las cuales interviene ¢l nimero cero:

A0 +n=n4+0=n

b0+ 0=0;

¢) 0on=mn0=10

d) 0.0 = 0,

Por definicion, la potencia nula de todo nimero natinral e es la
unidad, es decir, m? = 1,

La divisién por cero y la elevacién del cero a potencia nula son
operaciones prohibidas.

Pava poder operar con los niimeros que forman parte de una serie
0
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matural ampliada es necesario saber escribirlos. La escritura de un
mismo namero natural depende del sistema de numeracion.

Todo sistema de numeracién se basa en el siguiente principio:
cierta cantidad de unidades constituye una nueva unidad del orden
superior siguiente. Dicho niimero recibe el nombre de base del sistema
de numeracién. Si por base del sistema se toma el nimero dos, el
sistema de numeraciéon se denomina binarie; si como base se ha
elegido el nimero doce, el sistema de numeracién serd de base 12,
-atc.

En adelante se tratara s6lo el sistema decimal de numeracion.
En este sistema se introducen diez signos llamados cifras; para desig-
nar los primeros nueve niimeros naturales se introducen los signos
1,2, 3, 4.5, 6,7, 8 9. v para el nimero cero, el signo 0. En este
sistema de numeracion el nimero diez se denota por el simbolo 10,
v cada nmero natural p se representa en la forma

P %-10“ _Ii_ ﬂ-n__l‘ian-l —1" . ons + Gg-'log 'J["‘ ﬂll'io + Ty, (3}

donde n es un niimero perteneciente a la serie natural ampliada; e,
es uno de los niimeros 1, 2, 3, . . ., 9; cualquiera de los signos a,, 4;,
@y, « « «y Gy, Tepresenta uno de los niimeros 0,1, 2.3, ... 9. Note-
mos que si el nimero 7 es mayor que el nimero nueve, entonces él
mismo debe ser escrito en la forma (3).

Para eseribir el nimero p se emplea corrientemente otra forma de
notacién que se basa en el principio del valor de posicidn de las cifras,
La esencia de dicho principio consiste en que cada cifra recibe, ade-
més de su valor en funcién de su escritura, el asi llamado valor de
posicién. Por ejemplo. la cifra 5 puede tener los siguientes valores:
cineo upidades. si en la representacion del namero p ocupa el primer
lugar a la derecha; cinco decenas, si en la representacién para el
nimero p ocupa el segundo lugar a la derecha, ete. En este principio
se basa precisamente la escritura habitual de los numeros naturales.
La escritura 2705 significa que el niimero consta de dos miles, siete
.centenas, cero decenas y cinco unidades, es decir,

2705 = 2.40% 4+ 7-10% + 0-10 + 5.

Si tomamos el nimero p representado en la forma (3), su escritura
basada en el principio de posicién sera:

P=apln.y «» G204

(la raya por encima se traza para distinguir este niimero del producto
linly_y - - - U300} En adelante se empleardn dos formas de escritu-
ra del nimero natural p:

ﬂ} P=dylig g -+ Gallylig,

b) p = a, 10" g, 10%1 + .|+ a,-10° + 2,410 + a,,
o« deeir, se lara uso de la igualdad

Tty - - ety ==, A0 4= @y 107 4 . L. 4 ag-10% +
+ 4,+10 < a,. 4)
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Criterios de divisibilidad. Ya se ha indicado mas areiba que
no siempre un numero natural se divide por otro. Por esta razén
representa interés destacar los casos en que la division resulta posi-
ble. Los asi llamados criferios de divisibilidad avudan a distinguir
los casos aducidos. Ile aqui algunos de ellos. Observemos previamen-
te que de lo expuesto anleriormente se deduce:

a} que el cero se divide por cualquier nimero natural,

b} que todo nimero natural se divide por Ia unidad.

Teorema 3. Para que un wimero natwral p - a,a,_, ... @y,
se divida por dos, es necesario y suficiente que la ultimu cifra ay del
niémero citado se divida entre 2,

Demostracién. Demostremos que si el niimero a, < divide por 2,
entonces el nitmero p también <e divide por 2 Fseribamos el nimero
p en la forma

g= s P (3}
donde

G = (A 1071 by AO"2 = o, 10 = a)) 10,

B = a4
Cualquier sumando en el segundo miembro de la igualdad (5) se
divide entre 2, por consigniente, toda la suma se divide por 2, es
deeir, p se divide por 2.

Demostremos la afirmacién inversa. Si el nimero  se divide por
2, entonces el ntimero @, también se divide por 2

De la igualdad (3) se desprende. conforme a la propiedad b) de las
igualdades, que

g = P — (arl'loﬂ_I - Apy” 102 + .= @, 1 - ﬂ[Jl.U

Cada término de la diferencia en el segundo miembro de la igualdad
se divide por 2, por consiguiente, toda la diferencia se divide por 2.
es decir, el nlimero ¢, se divide por 2. EI teorema queda demostrado.

Los nimeros naturales que se dividen por dos v el nitmero cero
llevan el nombre de nimeros pares. ‘Todos los demis niimeros natura-
les son impares. El teorema 3 punede enunciarse de otra manera asi:
para que un numero natural p = 2,a,_, . . . a,a,a, S Par, ¢ necesa-
rio v suficiente que la filtima cifra ay de este nimera <ea wn nimero
par.

Analicemos los rasgos caracteristicos de la denostracion del
teorema 3. En el propio teorema fueron enunciadas v. a continuacion,
demostradas dos afirmaciones: a) de la divisibihdad del nimero ay
por 2 proviene la divisibilidad por 2 del nimero p {la condiciin
suficiente de divisibilidad del mimero p por 2). b) de [a divisibilidad
del nimero p por 2 se deduce la divisibilidad por 2 del ndamero g
{la condicidn necesaria de divisibilidad del nimero p por 2). Si desig-
namos con la letra 4 la propiedad de divisibilidad del némero g
por 2, y con la Jetra B, la misma propiedad del ndmero p, entonces
la primera afirmacion puede enunciarse brevemente asi: de A se
deduce B (A = B). y lasegnuda alirmacién ensefia que de /2 se deduce
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A {A <= B). Con ayuda de los simbolos introducidos el teorema puede
ser escrito asi: 4 <= B.

La nolacion 4 <= £ quiere decir también que la propiedad 4,
{mas sencilla vy ficilmente verificable) es la condicién necesaria v
suficiente para que se cumpla la propiedad mdas compleja B.

Como la propiedad .4 es la condicion suficiente para que se cum-
pla la propiedad B (4 =- 5}, en la praciica, hahiéndoge convencido
de que la dltima cifra es par, se puede estar seguro de que todo el
niamero también se divide por 2. Como la propiedad A es la con-
dicion necesaria para la propiedad £ (4 <« /), entonces, al estable-
cer que el ninero a, no se divide por 2. podemaos afirmar que el
numere p lampoco s¢ divide por 2, es decir, el teorema 3 puede ser
formulado asi: si la altima cilra del ndmero p se divide por 2, entonces
el niimero p se divide enire 2; si no se divide por 2, el nimere p tam-
poco se divide por 2.

Observemos gue si cierla propiedad € es Ia condicién suficiente
para la propiedad D, eslo no significa ni mucho menos que no hay
nimeros que posean la propiedad D. pero no posean la propiedad C.
Por ejemplo, la condicion suliciente de divisibilidad del niimero p
por 4 es la condicion a, - ag = 0. La validez de la iltima afirmacion
se deduce de la representacion del nimero p en la forma

p o (- 10" gy S1O0PF b L b ey 10 4 a,)- 102

y, ademas, de la divisibilidad del mimero 100 por 4. Al mismo tiem-
po, por ejemplo. el nlmero 252 se divide por 4, aunque sus dos Gltimas
cifras 1o son ceros,

81 queda demostrado gue cierta propiedad £ es la condicipn nece-
saria para que se cwnapla la propiedad D. esto no significa aln que
no hay mimeros que poseen la propiedad £ sin poseer la propiedad /).
Por ejemplo, la condicién necesaria de divisibilidad del nimero p
por 4 es la parvidad del nimero p. La validez de la dllima afirmacion
es evidente, puesto que si el nimero p so divide por 4, con mayor
razén se divide por 2. Al mismo Liempo, por ejemplo, el ntmero 1222
no se divide por 4, aunque es par.

8i, en cambio, queda demostrado que la propiedad S ex la con-
dicién necesaria y suficienle para que se cumpla la propiedad ¢
v si la propiedad § se comprueba con facilidad para cualquier nime-
ro p, entonees, al hallar todos los mimerog que poseen la propiedad S,
s¢ puede decir que estdn determinados todos los nimeros que poscen
la propiedad mis compleja (.

En lo sucesivo, para abreviar, los simbolog =, <, <>se utiliza-
rdn con [recuencia en el siguiente genlido: 1a notacion W =L signi-
ficard que de la afirmacion 17 que se encuentra a la izquierda del
simbolo=> se desprende la afirmacion L. que se encuenlra a la derecha,
La notacidn @ <= &§ signilicard que de la alicmacion § que estd a la
derocha del simbolo <« sigue la afirmacion @ que eslid a la izquierda.
La notacidn £ <= F significari que las alivmaciones que se encuen-
iran a la izquierda y a la derecha del simbolo <= son equivalentes,
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es deecir, de la alirmacion £ que esta a la derecha del simbolo =,
se deduce la alirmacion £ gue estid a la izquierda v de fa aficmacion /£
que esta a la izquierda del simbolo e se deduce la alivmacion F
que ce dispone a la dercecha.

Enunciemos y demostremos, ademds, los criterios de divisibili-
dad de los niimeros nalurales por 4 y por 9.

Teorema 4. Para gue un nimero natural p = a0, . . . €.0,a,
se divida por 4, es necesario y suficiente que el niimero a,a, se divida
por 4.

Demostracion. Suficiencia. Supongamos que el niwmero a,a, se
divide por 4. Escribamos el nimero p en la forma

P =G =, ()
donde
¢ = (ay- 102 g, ~10"3 [ L Loay 10 g 107
= a4

Cada sumando en el segundo miembro de Ia ignaldad (6) se divide
por 4, por consiguiente, toda la suma se divide por 4. es deeir, ol ni-
mero p se divide por 4.

Necesidad. Sea p un ninero divisible por 4. De la igualdad (6)
se desprende, conforme a la propiedad b) de las igualdades, que

816 = P — (an+10"2 4 @, ;- 10*3 . . . — a,;-10 4 a,)-10%

Cada término de la diferencia en el segundo miembro de la igualdad
se divide por 4, por consiguiente, toda la diferencia se divide por 4,
es decir, el nimero a,a, se divide por 4. El leorema estd demostrado.

Por ejemplo, el niimero 1232 e divide por 4, puesio que el nime-
ro 32 es miltiplo de 4, mientras que el niimero 15426 no se divide
por 4, puesto que el ndmero 26 no es maltiplo de 4.

Teorema 5. Para que un wimero natural p = a,e,_, ... a,ga,
se divida por 9, es necesario y suficiente que la suma de todas las cifras
del nimere dado se divida por 9.

Demostracion. Suficiencia. Supongamos que la suma de las
cifras del nimero dado se divide por 9. Escribamos el nimere p
en la forma

pr= g A0™ gy, e 0" e L a0 g 1D F @
Es facil ver que cs valida Ja igualdad

10" =99 ... 999+ 1.

————

A vecos
Haciendo uso de esta igualdad, eseribamos p en la forma
ooy A, (7)
13



donde

T=(an 8 ... 009 ... 04 .., +05-99+4,.9),
Ne— ' S
n velces (n—1) veces
A=a, + 8y 1+ ...+ a

Cada sumando en el segundo miembro de la ignaldad (7) se divide
por 9, por consiguiente, toda la suma también se divide por 9, es
decir, el numero ¥ es divisor de p.

Necesidad. Supongamos que el nimero p se divide por 9. De
]Ia igualdad (7) se deduce, conforme a la propiedad b) de las igualda-
des, que

(gg+ayb ... Fuy)=

=p—ia .99 ... Oba, 99 ... 94 ...+ 2,099 ¢4-9).
Semren ) e
n VECes (n=1) Veces
Cada lérmino de la diferencia en el segundo miembro de la ignaldad
se divide por 9, por consiguiente, toda la diferencia se divide por 9,
es deeir, el ntmero {ay -+ @, + . .. + a,)se divide por 9, El teorema
esti demosirado.

Por ejemplo, el nimero 1245 se divide por 9, puestoque 1 + 2 +
4+ 4 4+ 5 = 9, mientras que el namero 4232 no se divide per 9,
dado que 4 -+ 2 4- 3 + 2 = 11, y no se divide por 9.

Nimeros primos y compuestos. El conjunto de niimeres naturales
se compone de la unidad y de numeros primos y compuestos. Un
nimero natural superior a la unidad se denomina primo, si es divi-
sible solamente por si mismo y por la unidad, Un nimero natural
superior a la unidad se llama cempuesto, si tiene por lo menos un
diviser distinto de la unidad y de si mismo.

Aprovechando esta definicion, se puede mostrar que cualquier
nlmero compuesto liene por lo menos un divisor, el cual es un
nimero primo.

Teorema 6. Existe una infinidad de nimeros primos.

Demoslracién. Supongamos que existe solamente un nimero
finito de nimeros primos p;, pg, . ... Pn. En este caso cualquier
ntimero natural superior a la unidad ¥ que no coincide con ninguno
de estos nimeros serd compuesto. El ndmero p = py:ps'ps - - -
... P, +— 1 no coincide ni con cualquiera de los nimeros p;, pPo,
Pas - » +s Pus PUESto que es mayor que cada uno de ellos. De acuerdo
con nuestra suposicién, ademés de p;, Py . . ., Pn DO existen otros
nfimeros primos. Por consiguiente, el nimero p es compuesto y por
esta razon es divisible al mengs por uno de los nimeros py, py, - -« -

s D

Pa{3 otro lado, ¢l niimero p no se divide por ninguno de los niimeros
D1» Pgs - - -+ Pns Duesto que el producto py-p, . - .-pn se divide por
cada uno de estos niimeros, mientras que el nimero 1 no se divide
por ningupo de ellos.
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Asi pues, al suponer gue existe sélo un numero finito de niimeros
primos, llegamos a una contradiccidn. Por consigniente, el conjunto
de numeros primos es infinito,

E] teorema 6 estd demostrado por reduccion al absurdo. Este mé-
todo consiste en lo siguiente: se construye una negacion de la afirma-
¢ién enunciada en el teorema. Luego, a base de }la negacion construi-
da, Hegamos 2 una deduccidn que es o bien errénea o bien contradice
la negacién construida. De este moilo, de las dos situaciones logica-
mente posibles (o bien es cierta la afirmacién dada o bien se confirma
la negacidon de ésta) queda «6lo una, a saber, es cierta la afirmacion
dada.

Tode niimero compuesio p puede ser escrito en forma de un
producto de nimeros primos: asi por ejemplo, 221 = 13-17. En
este caso suele decirse que el numero p estd descompuesto en lactores
Pprimos,

Cuando un numere se descompone en factores primos, algunos
de estos Gltimos pueden encontrarse en la descomposicién varias
veces. Tal factor primo se escribe, por costumbre, elevado a una
potencia que muestra cudntas veces el interviene como factor, por
ejemplo, 360 = 28.3%.5,

Cualquier nimero patural puede ser escrito en la forma

Gy pit2 Zh (

p=pfip3 ... ph (8
donde p,, p,, ..., py son diferenles divisores primos del nimero
D, Y Oy, Oy, - - o, Oy Sefialan cudntas veces dichos divisores se repiten
en la descomposicién del néimero p. La descomposicion (8) de un
mimero natural p en factores primos es tinica, es decir, no existen
otros mimeros primos que sean divisores del nimero p, v las poten-
cias @, @y, ..., oy Do pueden sustituirse por otras potencias. Asi
pues, resulta véilido el siguiente teorema que se acepta aqui sin
demostracién.

Teorema 7 (teorema fundamental de la Aritmética). Para todo
niimero natural p > 1 existe la iinica descomposicién de éste en factores
primos.

Si los ndmeros naturales p; y p, son divisibles por un mismo
nimero natural p, este ultimo se denomina divisor comiin de los
niimeros p; ¥ pg. El nimere natural maximo por ¢l que se dividen
D1 ¥ Py leva el nombre de mdximo comiin divisor de dichos niimeros
(MCD). Por ejemplo, el maximo comiin divisor de los nimeros p, —
=132 = 22-3-11 y p, = 90 = 2.3%.5 es igual a 2.3 = 6,

Si el MCD de dos nlimeros es igual a la unidad, ¢e llaman recipro-
camente primos. Son reciprocamente primos, por ejemplo, los nimeros
33 =3-11y3 =57,

Teorema 8. Si los nimeros naturales py, y p, son reciprocamente
primos y el nimero raiural p es divisible tanto por p, como por p.,
entonces p se divide por el producto p,p,.

Omitiremos aqui la demostracién de este ieorema.
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Observemns gue si los wameros p, v p, no son reciprocamerte
primos, la aliracion del teorema no es siempre cierta. Por ejemplo,
el namero nalnral 180 se divide por 4 y por 6, no obstante, no es
divizor de su producle 24,

S llama minimo comin miltiplo (MCM) de dos nlimeres naturales
P1 ¥ Pe un nimero nalural minimo que es divisible por p; ¥ por P,
Por ejemplo, cl MCM de los niimeros 132 v 90 es el nfimero 22-3%.5 X
w1 == 1960,

Divisién euntera (incxacta). Si, como resultado de la division
de un nimero natural p por otro nfiimero natural m, se obtiene el
niimero natural 4 tal que p = mg, se dice yue p se divide por m.
Como se deduce de lo expuesto mis arriba, el resultado de la division
no siempre da tal ndmero ¢. Sin embargo, es siempre realizable la
divisiéon entera (inexacta).

Dividir enteramente un niimero natural p per otro niimero natural m
significa encontrar tales dos ndmeros g y r, pertenccientos a la serie
natural ampliada, que sc verifique la igualdad p = mg 4 r, con
la particularidad de que r satisfaga la condicion 0 r<<m. El
nimero g se denomina cociente y el niimero r, resio de la divisién.
8i r = 0, se dice que el nimero natural p se divide por el nimero
natural m eyactamente.

Teorema 8. Sean p y m dos nimeros naturales cualesquiera. En
este caso eriste el ninico par de numeros g y r, perienecientes & la serie
natural ampliada, que satisface las condiciones: p = mq +roy 0
£ r<m.

Demostracién. Si p <C m, entonces el par de nameros g = 0,
r = p satisface las condiciones del teorema.

Si p = m, entonces el par de nimeros g = 1, r = 0 satisface las
condiciones del teorema.

Sip>mypse divide por m, entonces existe un numero natural
q, tal que p = mq,, en esle caso el par de nimeros ¢ = ¢; ¥y ' = 0
satisface las condiciones del teorema.

Si p > m y p no es divisible por m, entonces el par de niimeros
g, =1y rp = p — m satisfara las condiciones

p=mel 4 rn. n>0

Por cuanto p no se divide por m, entonces r, +# m. Por lo tanto,
bien 7, << m, bien r, > m. Si ry<<m, el par de nimeros ¢ =1y
r = r, satisface las condiciones del teorema.

Si r, > m, el nimero r, = r; — m es tal que r, = m ATy ¥
0 < r, <C ry, razén por la cual resulla valida la igualdad

p=m2 -ry
Por cuanto p no se divide por m, entonces ry 5= m. Quiere decir, 0
bien ry << nt, 0 bien ry > m. Sir, << m, ol par de ntimeros ¢ = 2 ¥
y = r, salisface las condiciones del teorema.
Si, en cambio, r, > m, repetimos este procedimiento hasta gue
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resulte en algln A-ésimo paso que
p=mk+r, 0<r,<m

Esto precisamente significa que el par de nimeros ¢ = ky r = ry
satisface las condiciones del teorema. La existencia del k-ésimo
paso mencionado se desprende del siguiente axioma para los niimeros
naturales: para cualesquiera ruimeros naturales p y m tales que p > m,
se encontrard un numero natural 1 tal, que p << ml,

Asi, pues, hemos demostrado la existencia de un par de niimeros
¢ ¥ r que satisfacen las condiciones del teorema.

Ahora demostremos la unicidad de tal par de nfimeres. Suponga-
mos que existen dos pares de niimeros, g, r y g4, ry, quesatisfacen las
condiciones del teorema, es decir, tales que

p=mg+r y 0r<<m.
P=mg+r, v 0<ro<<m.
Por consiguiente, mg + r = mgy, + ry.

Admitamos, para concretar, que r, > r, entonces 0 << rg — r<<
<m, ¥ ¢— gy >0, mientras que m (g — g, = r, — 7. Entonces,
en el segundo miembro de la Gltima igualdad figura un niimero natu-
ral inferior a m, mientras que en el primer miembre, un ntmero
superior a m o igual a éste y, por comsiguients, la igualdad
m (g — go) = ry — r no es cierta. Anilogamente, analizando el caso
en que r, << r, llegamos a una contradiceién. Por lo tanto, r = To-
Entonces, de la igualdad m (¢ — go) = ry — r = 0 se desprende que
g = gq, es decir, el par de niimeros ¢ y r, que satisface las condiciones
del teorema, es tnico. El teorema queda demostrado.

He aqui un ejemplo de aplicacién del teorema 9.

Demostremos que si p es un néimero primo mayor que tres, uno
de los niimeros, sea (p — 1) 6 (p + 1), se divide por tres. Efectiva-
mente, el nimero p no se divide por tres exactamente (sin resto),
pues es primo y mayor que tres. Por consiguiente, el resto, al dividir
por 3, puede ser 1 6 2. Si el resto es igual a la unidad, es decir, si
p = 3q; + 1, esta claro que el nimero p — 1 se divide por 3. Si
el resto es igual a dos, es decir, si p = 3g, + 2, esti claro que el
nimero p 4 1 se divide por 3,

El teorema demostrado presta la posibilidad de hallar el maximo
comun divisor (MCD) de dos ntimeros. Tomemos dos nimeros, p y m,
pertenecientes a una serie natural ampliada y supongamos, para
concretar, que p > m. 8i m = 0, entonces el MCD (p; 0) = p. Si
m % 0, entonces p = mg + r, con la particularidad de que o bien p
se divide por ;m exactamente (es decir, r = 0), o bien p se divide por m
enteramente con resto r, donde 0 << r<<m. En el primer caso el
MCD (p; m) = m, pero el MCD (m; 0) = m, es decir es valida la
ignaldad MCD (p; m) = MCD (m; r). Resulta que la igualdad andloga

MCD (p; m) = MCD (m; ) @
tiene lugar también en el caso en que 0 << r << m.
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En efecto, sea I ¢l divisor comtfin de los nimeros p y m, esdecir,
supongamos que p = lkym = In, donde k, [ y n son nimeros natu-
rales. Por cuanto p =mg +r y r >0, entonces Ik — Ing > 0,
es decir, ! (k — ng) > 0. Pero, en este caso, k —ng >0y r =1Is,
donde s = & — ng es un ndmero natural, es decir, ¢ serd divisor del
namero r.

Quiere decir, cualgquier divisor comin de los nimeros p y m lo
es también para los numeros m y r. Razonando anilogamente, ob-
tendremos la afirmacion inversa: cualquier divisor comin de los
niimeros m v r lo es para los nimeros p y m. De aqui se deduce que
coinciden también los méximos comunes divisores de los pares cita-
dos, es decir. que es vilida la igualdad (8). Puesto que m<T p ¥
r << m, el problema de hallar el MCD (m; r} es mas simple que el de
hallar el MCD (p; m).

Veamos el siguiente ojemplo. Héallese el MCD (1428; 420).

Como 1428 == 420-3 4- 188, entonces MCD (1428; 420) =

= MCD (420; 168).

Como 420 = 168.2 4 84, entonces  MCD (420; 168) =

= MCD (168; 84).

Como 468 = 84.2, entonces MCD (168; 84) = MCD (84; 0) =

= 84, es decir, MCD (1428; 420) = &4.

De este modo, ¢l método de determinacion del MCD (p; m) consiste
en la aplicacién de la igualdad (9).

Una vez determinado el MCD (p; m), resulta posible hallar tam-
bién el minimo comin miltiplo de estes nameros: MCM (p; m). Con
este fin se debe aprovechar el teorema 10, cuya demostracidn se
omite en esta obra.

Teorema 10. MCD (p; m)-MCM (p; m) = p-m.

Por ejemplo, determinemos el MCM (1428; 420). Del ejemplo
anterior se deduce que el MCD (1428; 420) = 84. Por consiguiente,

el MCM (1428; 420) = 2222 — 7140,

§ 2. Fracciones

Mas arriba se ha sefialado que la divisién no es siempre realizable
dentro del econjunto de nimeros nalurales. Por ejemplo, en el con-
junto de niimeros naturales no se puede dividir 5 por 4. Para que la
divisién sea siempre realizable, hay que considerar ntimeros nuevos,
a saber, las partes de los ntimeros naturales o fracciones.

Fracciones ordinarias, Un nfimero igual a la k-ésima parte del
nfimero uno (k es un nimero natural mayor que la unidad) se desig-

1 o : %
na <. Si la parte aducida se toma m veces (i es un niimero natural},

entonces la designacién del nuevo namero obtenido seri T": Un
nlimero que se determina segin esta regla con ayuda de dos nluneros
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naturales p v g (g > 1) y que se anota en forma de %- , se llama frac-

cién o cociente de los nlimeros naturales p y ¢, ¥ en este caso p se deno-
mina numerador de esta fraccién y el numero ¢, denominador.

Todo nimero natural puede ser considerado como una fraccion
cuyo denominador es la unidad, es decir, cualgnier niimero natural »

iy w . mn - -
puede escribirse en forma de una fraccion i Por eso, en lo sucesivo

se suprinoe la restriccion ¢ > 1, que se impone sobre el denominador
de una fraccién, y se dice que el cociente de dos nimeros naturales

cualesquiera p y ¢ o5 una fraccion 7‘; , ¥ en este easo el conjunto de

todas las fracciones contiene en =i el conjunlo de todos los nimeros
nafurales.

A nt N £ :
Dos fracciones -z— Yy 5 s consideran iguales, s1 el producto

del numerador de la primera fraccién por el denominador de la
segunda es igual al producto del numerador de la segunda fraccién

por el denominador de la primera, es decir, = = 2, si pk =gqm.

E e
Por analogia, %>—';:;, si pk>mg; “g" < '—:- , 8 pk<Zmag.
Se denomina suma de dos fracciones una fraccién cuyo numerador
es igual a la suma de los productos del numerador de la primera
fraceién por el denominador de la segunda y del numerador de la
segunda fraccién por el denominador de la primera, mientras que el
denominador es igual al producto de los denominadores de dichas
fracciones, es decir,
2y m__ pktom
g e

Se llama producto de dos fracciones una fraccién cuyo numerador
es igual al producto de los numeradores de estas fracciones y el
denominador, al producto de los denominadores, es decir,

B ga PR
g &k gk’
Son validas las siguientes leyes de adicién y multiplicacién de
las fracciones;
m

a) %4—-:‘1:—!5-4--—;1 {conmutatividad de la adicién);

P, m i ! dipa sl
b) (?TT) +—n—=—p——l—(£‘-—|—?) (asociatividad de la adicién);
c) —3—-———-:-—-}-’— (conmutatividad de la multiplicacién);

d) (—3-1)—51-*_—-‘?—(%'%-) {asociatividad de la multiplica-
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o (£+%) -in:-f;—-*;+ ™. L (distributividad de la adicién
respecto a la multiplicacién).
)il

Dividir una fraceidn + por otra fraccién -%t- significa hallar

tal fraccién % que se verifique

A diferencia de los niimeros naturales, la divisién para las frac-
ciones es siempre realizable. Aplicando la definicién de igualdad de
dos fracciones, es ficil mostrar que

R

k gm °
Sustraer de una fraccién % otra fraccién % significa hallar

tal fraccién % que se cumpla la igualdad
m r__p
n + § 9"

Al igual que en el caso de los nimeros naturales, la sustraccidn

de las fracciones no es siempre realizable. Si %-:’:%, o bien

%z—r:-, no existe fraccién que, siendo adicionada a lJa fraceién

-':%, de la fraccién - . Si, en cambio, -g-‘;'—’g—, entorices la sus-
tracci6n es realizable vy se ve con facilidad que en este caso
pn—-mq

ng

De la definicién de igualdad de dos fracciones se deduce la pro-
piedad fundamental de las fracciones: si el numerador y el denominador
de una fraccién dada se muliiplican o se dividen por un mismo niimero
natural k, se obtendrd una fraccidn igual a la dada:

g gk’

La fraccion %se denomina irreducible, si los nameros p y ¢ son
1eciprocamente primos.

Teorema 1. Si —’;— es una fraccién irreducible, la fraccidn -;—’:—
serd igual a ella cuando, y sélo cuando, m=pk y n= gk, dondel

es un nimero natural. ]
Demostracion. Suficiencia. Sca m = pk y n = gk. Entonces,

T .

las fracciones L y ? son iguales en virtud de la propiedad funda-

mental de las fracciones.
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Neeesidad. Supongamos que %;% Be acuerdo con la defiai-

cion de igualdad de Iracciones, pr = mg. E] primer miembro de esta
igualdad se divide por el ndimero p, y, por tante, de acuerdo con el
teorema fundamental de la Aritmética (véase el § 1, teorema 7), se
divide por p también el segundo miembro. Por cuanto los niieros p
y ¢ son reciprocamente primos y el producto mg se divide por p,
entonces m también ge divide por p (es decir, existe un nimero natu-
ral & tal, que m = pk). Al sustituir el valor de m en la ignaldad
pn = mg, obtenemos: np = pky, de donde n = gk. [il teorema estd
demostrado. _

Fracciones decimales finitas. Examincmos aquellas fracciones

&, cuyo denominador ¢ = 10%. donde k es un nimero natural. Para

cada fraccidn de este tipo se ha adoptado una forma especial de
anolacion, a saber: se escribe el numerador de la fraccidn y, al contar,
por el lado derecho, k cifras, se separan éstas con una coma; si en el
numerador hay menos cifras que k&, por ejemplo, » cifras (r <C &), en-
tonces se escribe el numerador y delante de la primera cifra de éste
se ponen k — n ceros, luego se pone la coma y delante de ésta se
pone un cero mas; en cambio, si en el numerador hay k cifras, enton-
ces se escribe el numerador, delante de la primera cifra de éste se
marca nna coma y se pone un cero delante de la coma.

3724 21 134

o Toom 1000 P

Asi, peor ejemplo, las fracciones eden ser

escritas asi: 37.21; 0,0021; 0,131,

Una [fraccion escrita de esta forma se llama fraccion decimal
finila.

Quiere decir, las fracciones 37,21; 0,0021: 0,131 pueden servir
de ejemplo de fracciones decimales {initas. En general, cada fraceidn
decimal finita se designard, en adelante, del modo siguiente:

Gy, Ayt « « . Gy, (1)
donde & es un nimero natural, ¢, es un namero pertenecients a la
serie natural ampliada, cualquiera de @;, ay, ..., 45, uno de los
nameros 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8. 9. La fraccién decimal finita se deno-
mina con frecuencia simplemente fraccién decimal, omitiendo la
palabra «finita»,

Toda fraccion decimal finita se transforma ficilmente en una
ordinaria. Con este fin se debe escribir en el numerador un nimero
entero queé se obtiene, si se elimina la coma de la fraccién decimal,
¥ se escribe en el denominador el nimero 10 & una potencia que sea
igual a la cantidad de cifras que se tienen en la fraccién decimal tras
la coma, después de lo cual la fraccién puede ser simplificada por un
34 17
oo — 50 °

Escribir upa fraccion ordinaria en forma de fraceién decimal
finita significa hallar una fraccién decimal finita que sea igual a la
dada. Surge naturalmente Ia pregunia: jse puede escribir en forma

factor comiin, si existe, por ejemplo, 0,34 =
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de fraecién decimal finita cualquier fracecidn ordinaria? Resulta que
este caso es mucho mas complicado en comparacion con ta transfor-
macién de una fraccion decimal finita en otra ordinaria.

Teorema 2. Toda fraccién L., en la que el mimero natural q no

tiene divisores primos distintos de 2 y 5, puede ser escrita en forma de
una fraccién decimal [inita.

Demostracién. Sea dada la fracciénl—';', donde g = 2™-5". De

acuerdo con la propiedad fundamental de una fraccion, cualquier
fraccién ordinaria no cambia, si su numerador y denominador se
multiplican por un mismo niimero. Multiplicando el numerador y el

denominader de la fraccién _qp_ por 2"5™, ohtendremos

p___ p o R2WEMG . JMEGPEp @Rty
g oS DL _R¥L T Qm, 5N 30 Sm T OmR+m R s {(yi+m
Ya que el producto 2"-5™p es un nimero natural, entonces, designin-
dolo con I, escribamos la fraccién en la forma 2 = —1— de donde
q 10‘1+m

se ve que la fraccién - puede ser escrita como una [raccién decima
finita. El teorema queda demosirado.
Teorema 3. Si la fraceion irreducible dada L puede ser escrita en

forma de una fraccién decimal finita, su denominador ne contiene
factores primos distintes de 2 y 5.
Demostracién. Si ¢ = 1, el teorema es evidente. Examinemos

el caso en que g 5= 1. La {fraccion %est& representada, por condi-

cién, en forma de una fraccién decimal finita, por lo cual es vilida
la igualdad -‘g- = ﬁ, donde ! v % son nimeros naturales. Puesto
que 2 es una fraccién irreducible, del teorema 1 se deduce que

= pm y 10" = gm. El ntmero 10" contiene solamente los factores
primos 2 y 5. Por consiguiente, el nimero gm tampoco tiene otros
factores primos, salvo 2 y 5, lo que se desprende de la unicidad de la
descomposicién de un nimero en factores primos. Por consiguiente,
el nfimero g no contiene olros factores primos, a excepcién de 2 y 5.
El teorema gueda demostrado.

Teorema 4. Para que une fraccién irreducible —E pueda escribirse

en forma de una fraccidén decimal finita, es necesario y suficiente que
su denominador no conienga factores primos, a excepcion de 2 y 5.
La validez del teorema 4 se desprende de los teoremas 2 y 3.

Veamos ahora una fraccion % en la que p y g son nimeros reci-

procamente primos y g contiene factores primos distintos de 2 y 5.
Segiin se deduce del teorema 4, esta fraccién no puede ser escrita
on forma de una fraccitén decimal finita. No ohstante, las fracciones
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de este tipo pueden ser escritas con avuda de las asi [lamadas frac-
ciones decimales peridgdicas infinitas.

Fracciones decimales periddicas infinitas., Mas arriba hemos
atribuido el nombre de fraceién decimal finita a una fraccién eserita
en la forma (1), donde a la coma le sigue un nimero finito de cifras.
Sera natural llamar fraceién decimal periédica infinita aquella en la
cual después de la coma viene una infinidad de cifras, con la parti-
cularidad de gue una cifra 0 un conjunto ordenado de cifras se repi-
ten a partir de cierto lugar tras la coma. Esto puede expresarse con
mayor exactitud asi: se denomina fraccion decimal periddica infinita
una fraccién que puede ser escrita en la forma

(O N | TR (2}
donde

1. @, es un niimero perteneciente a la serie natural ampliada;

2. en la anotacién (2), para cualquier nimero natural m, en el
m-ésimo Iugar tras la coma figura uno de los nfimeres 0,1, 2, ..., 9,
con la particularidad de que o bien g, es distinto de cero, o bien, si
a, es igual a cero, existe al menos un nimero naLural q taI que en
el g-6simo lugar tras la coma ligure uno de los némeros 1, 2, ..., 9;

3. existen tales ntimeros naturales [ y p que para cualqmer ni-
mero natural » 2> ! es véilida la igualdad a,., = @,, vy en este caso
el conjunto ordenade de cifras (g4, . . . @14p_;) se llama periodo
de la fraccion decimal periddica infinita (2).

Por regla general, al escribir una fraccién decimal periddica
infinita, los puntos suspensivos se ponen después del periedo que se
repitié varias veces, es decir, cuando se hace claro cudl nitmero es
el periodo de esta fraccion.

Por ejemplo, es obvio que la fraccién

4,27131313 . . . (3)

es una fraccién decimal periddica infinita de periodo (13).

En Iugar de escribir el periode varias veces y poner luego puntos
suspensivos, se ha aceptado escribir el periodo una sola vez encerran-
dolo entre paréntesis:

4,2T131313 . . . = 4,27 (13).
0,454545 . . . =a 0,(45).

Es vigente el siguiente teorema cuya demostracién aqui se omite,

Teorema 3. Toda fraccion i”q—; donde p i g son reciprocamente pri-

mos Y q contiene al menos un solo factor primo distinto de 2 y 5, puede
ser escrita del modo ¥nico en forma de una fraccién decimal periddica
infinita.

Reuniendo los teoremas 4 y 5, obtenemos que cualquier fraceién
ordinaria puede ser escrita en forma de fraccién decimal finita o de
fraccién decimal periédica infinita. Expongamos sin demostracion
la regla que se usa para convertir una fraccién decimal periédica
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infinita en una fraccién ordinaria {la regla se demostrari en el capi-
tulo 1X).

Con el fin de convertir una fraccion decimal periddica infinita en
una fraccién ordinaria, se debe sustraer del nimero que precede al se-
gundo pertodo otro nimero, que precede al primer periodo, y representar
dicha diferencia como el numerador, poniendo en el denominador la
cifra 9 tantas veces, cuantas cifras hay en el periodo, y escribir después
de los nueves tantos ceros, cuantas cifras se encuentran entre la coma y el
primer periodo. Por ejemplo:

. 11720—1172 __ 10548 _ 4472-0 2984 _ 203

0.1472 (0)=—g5000 = 95000 — §-10000 = 42500 — 2500 °

45—0 5.9 D

0.40) ="~ =g =10’
— 42 T13— 427 42 286 2214 143 21 143
42TU3) =" ="Gg00 — 2-4950 — 4050

Haciendo uso de esta regla, podemos demostrar que cualquier
fraceidn decimal finita se representa en forma de una fraccion deci-
mal periddica infinita y, ademds, por dos procedimientos.

Por ejemplo,

0.172=0,172(0) =T _ I e =0.172;
0,472=0,171 (9) = LP=1TL 158 _ 1728 0,172,

Para que no haya dos representaciones diferentes de unalmisma
fraccién decimal finita, se ha convenido en no tener en el periodo
el nimero 9. Entonces, cada iraccién decimal finita puede ser escrita
de modo Unico en forma de una fraceién decimal periédica infinita de
periodo 0, y, viceversa, cada fraccién de esta indole es una fraccién
decimal {inita. Asi pues, tiene lugar el

Teorema 6. Cualguier fraccion ordinaria £ puede ser representada

de modo inico en forma de una fraccién decimal periddica infinita y,
viceversa, toda jraccion decimal periédica infinita puede ser represeniada

de modo inico en forma de una fraccién ordinaria -% .

De este modo, se puede constatar que enalgquier fraceién decimal
periédica infinita es otra forma de anotacidn de cierta {raceién ordi-
naria bien delerminada,

§ 3. Niimeros enteros

Ya se ha sciialado anteriormente que Ja sustraccién no es siempre
realizable dentro del conjunte de mumeros naturales. Por ejemplo,
en el conjunto de nimeros naturales no se puede restar 5 del nimero 3.
Por esta razén surge la necesidad de ampliar el conjunto de niimeros
naturales.
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Introduzcamos en el andalisis nuevos ndweros, a saber, nimeros
naturales de signo menos, es decir, los niimeros del tipo (—m),
donde m es un nimero natural, y los llamaremos nimeros enteros
negativos. A veces se llama nimero entero negative (—m) el niimero
opuesto del nimero natural m.

Diremos que dos nlimeros enteros negativos (—m) y {(—n) son
iguales, si son iguales los nimeros m y n. Examinemos ahora un
conjunto de nimeros, que incluye todos los nimeros nalurales, el
cero v todos los niimeros nogativos. Convengamos en considerar
que dos nimeros de dicho conjunto son iguales, si ainbos son nimeros
naturales iguales, si ambos son nimeros enteros negativos iguales, o
si cada uno de ellos es cero. Definamos ahora Ias operaciones de
adicién y multiplicacion para los numeros de este conjunlo. Si
embos numeros que han de ser adicionados o multiplicados perte-
necen a una serie natural ampliada, entonces, las operaciones de
adicién y multiplicacién para dichos dos niimeros se determinan igual
que en el § 1. 8i, en cambio, uno de los nimeros o ambos nameros,
que deben sumarse o multiplicarse, son enteros negativoes, las opera-
ciones de adicion y multiplicacién para estos dos nimeros se realizan
del modo siguiente:

a) (—m) + (—n) = —(m + n);
B) {—m) + 0 = 0 + (—m) = —m;
—{m — nr), siempre que m > n;
¢) (—m)+ n= \ n— m, cuando m << n;
0, si m = n;
d} (—m) n = m (—n) = —(mn);
6) (—m) (—nr) = mn;
f) (—~m):0 = 0(~m) = 0.

Un eonjunto de niimeros que incluye todos los nlimeros naturales,
el cero y todos los nlimeros enieros negativos con las definiciones de
igualdad y de operaciones de adicién y multiplicacion. que acaba-
mos de introducir, se denomina conjunto de niimeros enteres y se denota
con la letra Z, mientras que los nimeros mencionados llevan el
nombre de nidmeros enteres. l.os nimeros nalurales se¢ denominan a
veces mitmeros positivos enteros.

Las leyes principales de adicion y multiplicacién de los nimeros
enteros son andlogas a aquellas que se usan para adicionar y multi-
plicar los nitmeros naturales y por esta razdéu no se aducen aqui.

Para las operaciones de adicién y multiplicacion de los nimeros
enteros se introducen operaciones inversas, las de sustraccién y
division (a excepcién de la divisién por cero). La operacién de
sustraceién es en esle caso es siempre realizabie, y la operacion de
divisién, no siempre. Sin embargo, al igual que para los nimeros
naturales, los niimeros enteros siempre admiten la divisién entera
(inexacta). Mas abajo se estudia detalladamente sélo la divisién
inexacta de un nifimero enterc por un nimero natural.
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Divisién entera (inexacta). Dividir un nimero entero a por un
nimero natural m con resto significa hallar dos niimeros enteros g y r
tales, que sea vilida la igualdad @ = mg 4- r, con la particularidad
de gue r salisface la condicidn 0 < r << m.

Si r = 0, suele decirse que el ntimero entero a se divide exacta-
mente por el ndmero natural m.

Teorema 1. Sea a un niémero entero cualguiera y sea m, cualgquier
avmero natural. Entonces, existe el iinico par de niimeros enteros g y r
que satisface las condiciones: a = mg+ry 0 <r<<m.
analizado cn el § 1.

Demostracién. Il caso cuando @ es un niimero natural se haanaliza-
dooenel §1.

Si a =0, el par de ndmeros ¢ = 0 y r = 0 satisface las condi-
ciones del teorcma.

Supongamos que @ = —n es un nimero entero negativo. Enton-
<es r es un nimero natural y, de acuerdo con lo demostrado, llegamos
a la conclusién de que existe un par de nimeros ¢, y r; tal que n =
=mg, + r,yQ =X rp <Cm. Para el casoen que r;, = 0, de la igualdad
n = mg, + r; proviene otra igualdad ¢ = mg¢, donde g = (—gq,),
es flecir, el par de nlimeros g = —g, v r = 0 satisface las condiciones
qdel teorema. Cuando 0 <Cry<Um, de la igualdad » =mgq, + 1,
se desprende otra igunaldad @ = (—g; — 1) m -+ (m — ry), ¥, enton-
ces, ol par de nlimeros g = —¢; — 1 y r = m ~ r, satisface las
condiciones del teorema.

Asi pues, para cualquier niimero eniero ¢ y para todo nimero
matural m existe un par de nimeros enteros g y rtalesque e = mg 4 r
yO0Lr<<m.

La unicidad del par de nimeros enteres ¢ y r se demuestra igual
que en el teorema Y del § 1. Lo mismo que en el § 1, un niimero entero
divisible por 2 exactamente se llamard niumero par, y divisible por 2
con resto r =1, nimero impar.

He aqui algunos corolarios del teorema 1.

a) Todo nimero par a puede escribirse en la forma a = 24, donde ¢
es cierto nimero entero.

b) Todo niimero impar a puede escribirse en la forma a = 2g¢; + 1,
donde g, es cierto niimero entero.

¢) Cualguier numero eniero a que es divisible por tres exactamente
puede escribirse en la forma ¢ = 3q, donde ¢ es un nimero entero.

d} Cualguier numero entero a, gue no se divide por tres exactamente,
puede ser escrito en una de las siguientes formas: a = 31 + 1, o bien
a = 3n 4 2, donde ! y n sor ciertos nimeros enieros.

e) Cualguier nimero entero a, que se divide exactamente por cierto
numere natural k., puede ser escrito en la forma a = kg, donde g es un
nitmero entero.

f) Cualguier niimere entero a, que no se divide exactamente por cierto
mimero natural k, puede escribirse en la forma a = kg - r, donde r es
uno de los niimeros 1, 2, . . ., (k — 1), y ¢, un nimero entero.

En funcién de la divisibilidad de los nimeros enteros por un
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numero natural dado k& el conjunto de nimeros enteros puede ser
partido en k& clases. Por ejemplo, si k = 2, ¢l conjuule de todos los
nlimeros enteros se parte en dos clases: niimerns pares e impares.

El conjunto de todos los mimeros enteros puede ser partido asimis-
mo en tres clases:

a) nimeros multiplos del niimero tres, es decir. Ins del Lipo 3,
donde g es un nimero enlero cualquiera:

b) ntimeros que, siendo divididos por tres. tienen como resto la
unidad, es decir, los nlimeros del tipe 3! |- 1, doude I es un namero
entero cualquiera;

¢) numeros que, siendo divididos por ires, tienen como resto un
dos, es decir, les nimeros del tipo 3n 4 2, dounde 2 es un ndamero
entero cualquiera.

Los ejemplos aducidos muestran e¢émo se parte el conjunto de
nimeros enteros en 4 clases, 5 clases, etc.

Expongamos algunos ejemplos que muestran e¢dmo ayuda la par-
ticién de los nlimeros enteros en clases a resolver una serie de pro-
blemas.

1. Demuéstrese que para cualquier b entero el namero b (2b 4 1) X
X (Tb + 1) se divide por tres.

Demostracion. Partiremos ¢l conjunto de todos los nimeros
enteros en tres clases: a} 3¢; b) 3¢ + 1; ¢) 3¢ + 2, donde g es un
ntiimero entero cualquiera.

Sea b un nlmero cualquiera de la clase a). Entonces, b (2b 4 1) X
X {Tb + 1) = 3¢ (6g + 1) (21¢ + 1), de donde se ve que, para todo
q cntero, este niimero es divisible por 3.

Sea & un niimero cualquiera de la clase b). Entonces, b (26 4- 1) x
X (76 + 1) = (3¢ + 1)-3:(2¢ + 1) (21g + 8), de donde se ve que
para todo g entero este ntmero se divide por 3.

Sea b un namero cualquiera de la clase ¢). Entonces, b (2b 4+ 1) X
X (76 + 1) = (3¢ + 2) (B¢ + 5)3+(7¢ + 5), de donde se ve que
para todo & entero este niumero se divide por 3.

2. Demuéstrese que entre cualesquiera & nimeros enteros con-
secutivos hay un nimero que se divide por & exactamente.

Demostracion. Todos los nlmeros enteros pueden sor partides
en las siguientes % clases:

kg,
kg + 1,
ky + 2,

kg + (& — 1),

donde ¢ es un numero entero cualguiera.

Sean dados k niimeros enteros consecutivos y SUpPONgamos que cier-
to numero b es el primero de ellos, es decir, & niimeros, b, (& + 1),
-+ 2), ..., 1+ (& — D]: supongamos tambisn que el nimero b
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estd conlenido en la clase kg -- i para cierto i [i =0, 1, 2, .. ..
+ « oy (k — 1)}, es decir, sea b = kg - i, donde ¢ es un niimero entero.
Por cuanto entre & nimeros consecutivos hay un niimero

b+ (k— ]l = lhg + i+ (k— il =k(g+ 1),

el cual se divide por & exactamente, la afirmacion 2 queda demo-
strada.

§ 4. Nameros racionales e irracionales

Nameros racionales. De acuerdo con lo observado anteriormente,
en el conjunto de ndmeros naturales no son siempre realizables las
operaciones de sustraccion y divisién. En el § 2 el conjunto de nime-
ros naturales ha sido ampliado hasta obtener un conjunto de fraccio-
nes ordinarias ¥ en este dltimo conjunto la operacién de division ya
es siempre realizable; no ohstante la de sustraccion se realiza no en
todos los casos. I3s por eso que surge la necesidad de introducir nitme-
ros Nuevos.

Introduzcamos en el andlisis nlineros nuevos: fracciones con signo

menos, es decir, nimeros del tipo ( — %) , donde m ¥y n son nimeros

- . . -
naturales. La fraccion ( — -;) se denomina a veces numero opuesto

. m
de la fraccién =

Examinemos ahora un conjunto de nimeros que incluye todas las
fracciones, el niimero cero y todas las fracciones con signo menos.
Podemos considerar que cada nimero de este conjunto es la razén
entre un nimero entero v un ndmerc natural. Consideraremos por
eso que ¢l conjunto dado se compone de los nlimeros del tipo TF;- .
donde ¢ es un ntmero natural y p, un nimero sntero.

Convengamos en considerar que dos nimeros de dicho conjunto
P

Ay % son iguales, si se cumple la igualdad pr = gm. Ademés, la

adicién y la multiplicacién de los niimeros de este conjunto se con-
sideran realizables segin las siguientes reglas:

B . JEAY o B PR

q+n_ gqn yq n T ogn ”

Un eonjunte de ndmeros compuesto por todos los nimeros del
tipo £ | donde ¢ es un ntimero natural y p, un nimero entero, con
las definiciones de igualdad y de operaciones de adicion y multiplica-
¢ién, que acabamos de introdueir, recibe el nombre de conjunto de
niimeros racionales y se designa con la letra @; los propios nimeros
se denominan racionales.

Si p es un niimero patural.f entonces %- se llama niimero racional

positive o fraccién positiva.
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Si, en cambio, p es un namero negative, el nlimero 2 se denomi-

naréd nimero racional negativo o fraccidn negetiva. Tstd claro que el
conjunto de niimeros enteros es una parte del conjunto de nimeros
racionales.

Para las operaciones de adicion y mulliplicacién de nimeros
racionales se introducen operaciones inversas, a saber, las de sustrac-
ci6én y divisién, y en este caso, ambas operaciones, a excepcién de la
division ilegitima por cere, son siempre realizables.

Las leyes principales de adicién y multiplicacidn de niimeros
racionales son andlogas a las leyes correspondientes de adicién
y multiplicacién de niimeros enteros y por esta razon no se dan agui.

Si un nlmere racional r figura como factor & veces (k > 1), enton-

ces e] producto rr . .. r se llama k-ésima potencia del nimero r y
\‘—-\F—J
k veces
se denota r*, Ademds, por definicién, r} = r.

Al igual que en ¢l caso de néimeros naturales, son validas
las siguientes propiedades de las potencias de los nlimeros raciona-
Ies.

a) roph — rm-t-k;

b) rTr% = (ryra)™

I

ry \R # 3
d) (._.1.) =—%, si 7y 0;
2

Ta
rh 5
e) W:r"'“‘, si k>m, r==0.

Por definicién, r® = 1 para cualquier ptwmero racional r, salvo el
nimero cero.

En relacién con el concepto de potencia de un nimero racional
surge a menudo un problema en el que se pide hallar, para un nimero
natural dado 4 y para un namero racional positive dado r,, otro

Este problema no siempre tiene solucion.
Teorema 1. No existe un mimero racional cuyo cuadrado seq iguala 2,

Demostracion. Suponganies que existe un ndmero racional %

2
tal que (-‘g—) =2. Sin restringir la generalidad de razonamientos
consideraremos que p y g son reciprocamente primos (si el numerador
v el denominador del nimero racional dado tienen factores comunes,
entonces ol nimero £ obtenido como resultado de la simplificacién

es igual al ndmero dado}. Haciendo use de la propiedad d) de las

potencias de los nimeros racionales, escribamos nuestra suposicién
3
en la forma Z = %

4

De la definicion de igualdad entre los nlmeros racionales se
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deduce que p* = 242 Por cuanto el segundo miembro de esta igualdad
es divisible por 2, el primer miembro también debe dividirse por 2.
Pero, el ndmero p? se divide por 2 sélo cuando el niimero p se divide
por 2 (si p no se divide por 2, entonces p® tampoco se divide por 2).
Puesio que p =e divide por 2, existe, pues, un nlmero enterc % tal,
que p == 2k, Al sustituir este valor de p en la igualdad p% = 2¢2,
obtenemos ¢* = 2k% Por cuanto el segundo miembro de esta igualdad
es divisible por 2, se dividird por 2 también el primer miembro;
quiere decir, el nimero g se divide por 2, es decir, g == 2m.

Asi pues, hemos llegado a que los nlimeros p ¥ ¢ poseen un factor
comun, que es ol dos, mientras que, por hipitesis, los ndmeros p y ¢

1 2 A% . .
en la igualdad (—L-) = 2 «on reciprocamente primos. Esta contra-

diccién signiflica precisamente que la supesicién admitida vo es
licita ¥ es cierta la afirmacion del teorema.

De este modo, surge la necesidad de introducir nGmeros nuevos,
distintos de los racionales, como, por ejemplo, un nimero cuyo
cuadrado sea igual a 2.

Niimeros irracionales. En el § 2 se han examinado fracciones
decimales periédicas infinitas. Hagamos mas amplia esta nocién
introduciendo en el anilisis nimeros nuevos que se llamarin frac-
ciones decimales infinitas.

Llamemos fraccién decimal infinita un nimero que puede ser
escrito o bien en la forma

S ao, alas " . ah = om oy (1)
o hien en la forma
—py @18y o v . Bp - (2)

donde a; es un nimero perteneciente a una serie natural ampliada;
4, @sy « . .\ Gy, - . . SOR NOmeros del conjunto de niameros 0, 1, 2, 3,
4.5, 6,7, 8, 9. Los puntos suspensives significan que en el m-ésimo
lugar tras la coma se dispone el mimero @,,, cualquiera que sea el
ndmerc natural m.

8i entre los nlimeros 4, @y, @g, + . ., @ . . . 2l menos uno de ellos
es distinto de cero, entonces el nimero escrito en la forma (1) se
denominara fraccién decimal infinita posittva, y el nGmero escrito
en la forma (2), fraccion decimal infinita negativa. Si entre los niimeros
@y Qyy gy o . -y Gy, . . . 1O hay nimeros distintos de cero, entonces al
namero escrito en la forma (1) se considerara igual al nfimero eserito
en la forma (2) v se llamara fraccién decimal periodica infinita nula,
y se designard con el simbolo 0, (0). Es obvio que el conjunto de todas
las fracciones decimales infinitas incluye:

1) el conjunto de todas las fracciones decimales periédicas infini-
tas positivas;

2) el conjunto de todas Jas fracciones decimales periédicas infi-
nilas negalivas:

3) la fraccién decimal periédica infinita nula.
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Mostremos ahora que con Ias [racciones decimales periédicas infi-
nitas (que acabamos de mencionar) no se agota el conjunte de todas
las fracciones decimales infinitas.

Teorema 2. Ura fraccién decimal infinita

0,1010010001000010000010000001 , . .,

jormada segin la regla: trus cada unidad sigue un grupo de ceros gue
contiene un cero mds que el grupo anterior, no es fracciin decimal perid-
dica.

Demostracién. Supongamos que ésta es una fraccion periddica
y su periodo consta de n cifras, con la particularidad de que el primer
periodo ocupa el k-ésimo lugar. Esta claro que en la fraccion que se
analiza cada unidad ird precedida, a partir de cierto m-6simo lugar,
de (2n -+ 1) o més ceros seguidos. Examinemos cada uno de estos
grupos de ceros, que empieza con cualquier p-ésimo lugar, donde
p >k y p>m. Tomemos ahora el cero que est4 en el centro de tal
grupo. Se dispone o bien al principio o bien al final, o bien en el
interior de cierto perfodo de longitud n, pero en todos los casos cita-
dos dicho perfodo se halla enteramente dentro del segmento tomado
que esté constituido por (2n + 1) o mas ceros. Quiere decir, el periodo
consta solamente de ceros y, por consiguiente, en la escritura de la
fraccién a partir del k-ésimo lugar deben haber solamente ceros, lo
que no es cierto. El teorema estd demostrado.

De lo expuesto anteriormente se deduce que cada nfimero racional
puede ser escrito en forma de una fraccién decimal periddica infinita.
Resulta natural, por esta razén, llamar wmimere nracional aquel que
puede ser eserito en forma e una fraccion decimal aperiddica in-
finita.

En adelante consideraremos que cualquier fraccién decimal perié-
dica infinita es un ndmero racional bien determinado, y cualquier
fraccién decimal aperiédica infinita, un nidmero irracional bien
determinado. Ha de notarse que en virtud de las definiciones citadas
una fraecién periédica infinita nula es el nimero cero.

§ 5. Niimeros reales

El conjunto de todas las fracciones decimales infinitas (con las
definiciones, que se introducen més abajo, de la ipualdad, de la
suma y del producto de estos niimeros) se denomina conjunto de
numeros naturales y se designa con la letra R, mientras que foda
fraccion decimal infinita lleva e] nombre de mimero real. La fraccion
decimal infinita positiva se llamard nimero real positivo ¥ la fraccion
decimal infinita negativa, nimero real regativo: la fraccion decimal
periédica infinita nula {de periodo cero), nimero cero. Por enanto las
fracciones decimales infinitas pueden ser tanto periédicas como aperié-
dicas, todo nlimero real es o bien racional o bien irracional.
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Dos niimeros reales positivos

g, Aylg o o n BLp v v oy
bo‘ blbﬁ s bk ..

son iguales, si by = @, para todos los niimeros & pertenscientes a
una serie natural ampliada.
De dos niimeros reales positivos

ao,alag.-. ak-ll,
bﬂ’blbs"' bk.o-

el primero es mayor que ol segundo, siempre que o bien a; = by,

© bien, si a, = by, pero a; > by, o bien, si gy = by, @y = by, . ..

<« @, = b, (para cierto niimero natural n}, pero @p4; > bpt:
Dos niimeros reales

Agy Gifta « v s Qg » o« ¥ _bD’ blbgoco bk""

e llaman opuestos, si b, = a para todos los niimeros ¥ pertenecientes
auna serie natural ampliada. Dos nifmeros reales negativos son iguales,
si son iguales los nimeros opuestos de ellos. De dos niimeros negativos
el mayor es aguel cuyo ndmero opuesto (positivo) es menor. Un nimero
positivo es mayor que al cero ¥y que cualquier nimero negativo. El

plmere cero es mayor que cualquier niimero negativo.
 Examinemos los valores aprozimados de las fracciones infinitas.
“Rompemos en algin lugar la fraccién decimal positiva infinita que
expresa el nimero real positivo dado. Obtendremos upa iraccion
~decimal finita (la cual puede escribirse en forma de una fraccidn
- infinita de periodo cero). La fraccion obtenida serd menor que el
‘nfimero dado (o igual a é1). Tal fraccién se denomina valor aproximado

- del nimero real positivo por defecto.

Si una fraccién decimal infinita positiva se rompe en algin

k-ésimo lugar y a la fraceion obtenida se le adiciona la fraccién g

se obtendra una fraceién decimal finita que serd mayor que el nimero
real dado. Tal fraceién se denomina valor aprozimado del miimero
real positive dado por exceso.

Si rompemos en algin lugar una fraccion infinita negativa,
obtendremos una fraccion decimal finita, la cual serd mayor que el
nimero real dado (o igual a él). Tal fraccién se denomina valor apro-
zimado del nidmero real negativo dade por exceso.

Si una fraccion infinita negativa se rompe en cierto k-ésimo

lugar y a la fraccién obtenida se adiciona la fraccién ( —_— 1—&-),

tendremos una fraccién decimal finita, la cual es mayor que el
nimero real dado. Tal fraccién se llama valor aprozimado del niimero
negativo dado por defecto.

Ejemplos. 1. El valor aproximado del niimero 0,4(31) por defecto
se representard por las signientes fracciones finitas: 0,4; 0,43; 0,431;
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(,4313; 0,43131; ... El valor aproximado del mismo nimero por
exceso lo expresaran las fracciones 0,5; 0,44; 0,432: 0,4314; 0,43132;

2. El valor aproximado del nimero —3,2 (17) por defecto lo
expresan las siguientes fracciones finitas: —3,3; —3.22; —3,218;
—3,2172; —3,21718; . . . El valor aproximado de este mismo niimero
por exceso se representa por las fracciones —38,2; —3,21; —3,217;
—3.2471; —3,24717; . ..

Determinemos ahora las operaciones de adicién y multiplicacién
para los niimergs reales.

Se denomina swma de dos nimeros reales un nimero que es mayor
(0 igual) que la suma de sus dos valores aproximados cnalesquiera
por defecto, pero menor (o igual) a la suma de sus dos valores aproxi-
mados cualesquiera por exceso.

Admitamos sin demostracién que tal ndmero siempre existe
v es, ademds, el {inico.

Indiquemos un caso pacticular: Ia suma de un nimero real e con
el niamero opuesto {que se designara con (—a)) es el nimero coro.

Se denomina producto de dos nfimeros reales positivos a;. 2,a4 . . .
ce-@p .Y by bidy ... by ... un nimero mayor (o igual) que el
producto de sus dos valores aproximados eualesquiera por defecto,
pero menor (o igual) que el producto de sus dos valores aproximados
por exceso.

Admitamos sin demostracion que tal nimero siemproe existe y es,
ademds, el Gnico.

El producto de dos nimeros reales negativos (—ap, a,a,y - . .
vos 8y oo} ¥ (Do by ... By ...} es igual al producto de los
numeros positivos, opuesios de los primeros, a;, @y - .. @ . - .
¥ bo, byby . . . by . . .. El producto de dos nimeros reales de signos
diferentes, 4y, @1@q. . cay. . . ¥ (—Dg, OBy, . . By . . .) 6 (—2y. asay ...
vy )Y by, biby . o by .., osigual al nimero negalive opuesto
del producto de los nimeros ag, @y@g .+ + « @g . . . ¥ Do, Byby o v . Byt o ..

EI producto de dos nimeros, uno de los cuales es cero, os igual
a €cro.

Son vigentes las siguientes leyes principales de adicién y multi-
plicacion de los nlmeros reales:

a) a + b = b + a (conmutatividad de la adicién);

b) (@ + b) +- ¢ = a + (b + ¢) (asociatividad de la adicién);

c) ab = ba (conmutatividad de la multiplicacidn);

d} (ab) ¢ = a (bc) (asociatividad de la adicidn);

) (@ -+ b) ¢ = ac + be (distributividad de la adicién respecto a
la multiplicacién).

Para las operaciones de adicién y multiplicacién de los niimeros
refales se introducen operaciones inversas: las de sustraccién y divi-
s5101.

Sustraer de un nimero real @ otro niimero real b significa hallar
un nimero real ¢ tal que b 4 ¢ = a.
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Dividir un nimero real @ por otro niumero real b, distinio de cero,
signilica hallar un namero real d tal, que bd = a.

En 1 conjunto de nimeros reales las operaciones de sustraccién
v divisién son siempre realizables, a excepeién de la divisién ilegiti-
ma por cero.

Si un nGmero real @ figura en calidad de factor 7 veces (7 ¢s un
niimero natural, # > 1), entonces ¢l producte aa ... a recibe el

S i’

™ Yeces
nombre de n-ésima polencia del niwero a y se designa a”. Ademdis,

por definicién a* = «. Las propiedades de la polencia de Jos néimeros
reales son analogas a las de la potencia de los nimeros racionales y
por esta razén no se exponen agni. En relacién con el concepto de
potencia de los miimeros reales surge a menudo un problema en el
que se pide hallar, para el nimero natural dado n y para ¢l nimero
real dado no negalivo @, otro namero real no negativo b tal. que
tenga lugar la igualdad " = a.

Un ndmere noe negativo b tal, que Ia n-ésima polencia suya es el
ntimero dado «, es decir, " = g, se denomina reiz aritmética de
n-6simo grado del nimero no negativo a y se designa b = Va.

Teorema. Para cualquier nimere nalural n y para todo niimero ro
negative a exisle una raiz aritmética de n-ésimo grado del numero a y
esta ratz es la tinica en el conjunio de nidmeros no negativos.

La demostracidén del teorema sc¢ omite.

Cuando 7 = 2, en Ja designacién de la raiz no se pone la cifra 2;
cuande n — 1, Ia raiz del primer grado del nimero @ es el propio
numero «. Las raices aritméticas pueden ser nlimeros racionales e
irracionales.

i e
5 | ¥ . 2 P z
Por ejemiplo, l/% es ol nimero racional —; V' 2 es un ni-

mero irracional {esto sc desprende del teorema 1, § 4).

Sefizlemos que, por definicién, la raiz aritmética del ntmero 0
es cero,

Se llama valor absoluto {médule) de un ndmero natural a: este
misme nimero, si ¢ es positivo; cero, si @ es cero; el niimero opucsto
de @, si @ es negativo. I valor absoluto de un nimwero real a se designa
[ @ ). La definicién recién enunciada puede escribirse en forma breve
del modo siguiente:

a, 81 a> 0
la| = 0, si a=0;
—a, si a<{),

Las propiedades fundamentales de los valores absolutos de los
numeros reales se dardn en el capitulo L1,

Observemos que en virtud de la delinicion de raiz aritmética de
un namero no negativo es valida, para cualquier nimero real, la
igunaldad }'e* = |a |



Planteemos un problema mas gereral: hallar, para cualquier niime-
ro real @ y para cualquicr nimero natural 2. los nameros reales b
tales, que se reviliqgue b™ = a. Si los nimeros mencionados existen,
se denominan raices algebraicas reales de n-ésimo grado del nimero
real @. Si 2 es un ntimero no negativo, cntonces, segin lo expuesto
més arriba, existe un nlimero no negativo b tal, que b* = q, os deeir,
para cualquier nimero no negativo e siempre existe al menos una
raiz algebraica b, para cuya designaci6n se emplea un simhbolo especial
V@ (raiz aritmética). Si existen otras rajces algebraicas, ademds de
la raiz aritmética, para su designacién no se emplean ningunos sim-
bolos especiales.

Examinemos la cuestién referente a la existencia de la raiz al-
gebraica de un namero real. Sefialemos que en esto pirrafo las afir-
maciones sobre la cantidad de raices reales para el ndimero real dado
sc aceptan sin demostracién alguna. La validez de ellas se desprende
del teorema general sobre la cantidad de rafces de un ntimero complejo
{capitulo X1).

Sea a = 0, entonces para todo nimero patural » existe una, y
g6lo una raiz algebraica de n-ézimo grado, que es el ndmero b, igual
a ¢ero,

Supongamos que a es un nfimero positivo y z, un nimero natural
impar (r = 2k - 1). En este caso existe una, y sélo una, raiz arit-
mética, b, = ***¥/a, de este nfimero y no hay olras raices algebraicas
reales de él. De este modo, existo una sola raiz algebraica de grado
impar de un ndimero posilivo, a saber, la raiz aritmélica.

Supongamos que ¢ es un niimero positivo y 7, un numero natural
par (n = 2k). En este caso existe y, ademés, una sola raiz aritmética,

b = *Y'a, y una raiz algebraica real, b, == —*/a. del niimero
citado. De este modo, existen dos raices algebraicas reales de grado
par del niimero positivoa: b, = ¥ a v &, = —2Va.

Sean, ahora. a un niimero negativo y n, un niimero natural par
(n = 2k). Por cuanto cualquier ntimero real distinto de cero a la
polencia par es un nQumero positive, y el nimero () a loda Eetencia
natural es cero, no existe ningan nimero real b tal, que 5% sea un
ntmero negativo. Eslo quiere decic que no existe raiz algebraica real
de grado par de un nimero negativo,

Supongamos ahora que  es un numero negative ¥ %, un nimero
natural impar (n = 2k + 1). Mostremos que exislte un niimero real
negativo & tal. que 5" = a. Denotemos ¢ = —a. Entonces, ¢ > 0,
razon por lacual existe la unica raiz aritmética d de grado (2k + 1)

del ntimero¢: d®*+1 == ¢, 0 hien d =+ ¢ = )/ "o . %Y
Hagamos ahora b = —d. Fn este caso b¥+! = (—1)2h+1g2h+1 =
= (—1) ¢ = (—1) (—a) = a. Quiere decir, b = —***}/Ta| es un
nGmero negativo tal, que b*+' = a, es decir, (—*7)/ [a |} es la
raiz algebraica real del ntmero negativo a.

-

Ejemplos. 1. Sea ¢ = —7, n = 5, entonces la raiz algebraica
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real d{:; quinto grado del ndmero (—7) es el niimero b = —y/ | —7 | =

= -y T,
2. Sea @ = =8, n = 3, entonces la raiz algebraica real de tercer
grade del ntimero (—8) es el nitmero & = VT8 =8 =

Observacién. A veces la raiz de grado impar de un nimero nega-
tivo a se escribe en la forma b = ***}/ 4, sobreentendiéndose que b=
= —2* Y Ta]. Porejemplo, en lugar de b = — V7 se escribe b =
= V:—?_ Pero, esta forma de escritura no se usari en adelante.

Pasemes ahora a la interpretacion geométrica de los nimeros reales.
Sea dada una recta horizontal (fig. 1). Esta tienme dos direcciones
mutuamente opuestas. Llamemos positiva una de ‘estas. direcciones

2
3

N"
tané

!
Fig. 1

|
—~
|

ey
B
=1 3

v negativa, la otra. Para concretar, por direccion positiva elegimos
la direcci6n a la derecha (véase la figura). Fijemos en la recta cierto
punto O y llamémoslo punto de referencia. El punto O divide la recta
en dos partes denominadas rayos. El rayo dirigido a la derecha se
llamaré positivo y el rayo dirigido a la izquierda, negativo. Sea dado un
segmento, tomado por unidad de longitud; en estos casos se dice
que se ha introducido una escala,

Se Ilama recta numérica aquella en la que se han elegido el punto
de referencia, la direcciém positiva y se ha introducido la escala.

A todo punto de la recta numérica se le puede poner en corresponden-
cia un nitmero real, rigiéndose por la regla siguiente:

— al punto elegido O le pondremos en correspondencia el nimero
cero;

-~ g todo punto /¥ en el rayo positive le pondremos en correspon-
dencia el nimero positivo ¢, donde a es la longitud del segmento ON;

— atodo punto M en el rayo negativo le pondremos en correspon-
dencia el niimero negativo b, donde | b | es la longitud del segmen-
to OM.

De este modo, a cualquiér punto de la recta nmumérica (con la
escala elegida) se le ha puesto en correspondencia un énico ntimero
real.

Mostremos que este proceso abarca todos los niimeros reales.
Supongamos lo contrario, es decir, admilamos gque cierto néGmero
real ¢ no se ha puesto en correspondencia con cierto punto en la recta
numérica. Si el ntmero ¢ es pogitivo, se encontrard un segmento
cuya longitud sea igual a ¢. Al marcar este segmento a la derecha del
punto O en la recta numérica, obtendremos un punto, al cual debe
corresponder el nimero ¢, es decir, llegaremos a una contradiccion.
‘En tambio, si ¢ es un nimero negativo, se encontrara un ségmento,
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cuya longitud sea igual a J¢ |; al marcar este @ltimo a la izquierda
del punto O en Ia recta numérica, obtendremos un punto, al cual
ha de corresponder el niimero ¢, es decir, otra vez legaremos a una
contradiccion.

Asi pues:

1. A todo punto en la recta numérica se le ha puesto en correspon-
dencia un nimero real y este ntimero es tinico;

2. A distintos puntos de la recta numérica se les han puesto en
correspondencia nimeros diferentes;

3. No existe un nimero real que no corresponda a cierto punto
de la recta numérica.

En estos casos suele decirse que entre ol conjunto do todos los
puntos de la recta numérica y el de todos los ntimeros reales se ha
establecido una correspondencia biunivoca.

Ha de sefialarse que los puntos de Ja recta numérica se identifican
a menudo con los nimeros que se les han puesto en correspondencia.
Aprovechando esta circunstancia resulta ficil formular cuil de dos
nimeros reales es mayor: el mayor es aguel gue en la recta numérica
se ubica mds a la derecha que el otro.

Sistema de coordenadas en una recta, Si en una recta se han
elegido el punto de referencia, la direccién positiva y la escala, se
dice también que en la recta esiéd dado un sistema de coordenadas.
La propia recta se denomina eje de coordenadas y el punto O, origen
de coordenadas. A todo punto M de esta recta se le pone en correspon-
dencia un niimere llamado coordenada del punto M en el sistema de
coordenadas dado. Dicho nlimero se determina segiin la regla: si el
punto M se dispone en el rayo positive, este nimero es igual al niime-
ro positivo expresado por la longitud del segmento OM; si el punto M
se dispone en el rayo negativo, este niimero es igual al ntimero nega-
tivo expresado por la longitud del segmento OM que se toma con el
signo menos; si el punto M coincide con el origen de coordenadas, el
nimero es igual a cero.

Supongamos que el eje de coordenadas dado se dispone horizon-
talmente de modo tal, que el rayo positivo esté orientado a la derecha.
Entonces, cualquier punto dispuesto a la derecha respecto del origen
de coordenadas O tendrd coordenadas positiva y cualquier punlo
dispuesto a la izquierda del origen de coordenadas O, coordenada
negativa. La coordenada del punto O, es decir, del origen de coorde-
nadas, es igual a cero. Es facil ver que la coordenada de cualquier
punto M del eje de coordenadas es igual al nimero real puesto en
correspondencia al punto en la recta numérica.

Al examinar varios puntos distintos fijos del eje ¢, se designan
frecuentemente con cierta letra mayidscula que tienen diferentes

subindices, por ejemplo, M,;, M,, My, ..., M,, .. .; las coordena-
das de estos puntos se denotan por la letra del ejo con los correspon-
dientes subindices, es deeir, #;, t4, £3, ..., £;, ... Con el fin de

indicar que el punto dado tiene una coordenada dada, ésta se escribe
entre paréntesis al lado de la designacién del propio punto, por
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ejemplo M, (¢), M, (o), M5 (¢}, . .., M, (¢,), . . .. Cuando se dice
que estd dado un punto, se entiende que estd prefijada su coordena-
da; al decir que se debe encontrar un punto, se busca la coordenada
de este punto.

Teorema 1. Cualguiera que sea la disposicidn de dos puntos distintos
My (t) y M, (t,) en el eje de coordenadas la distancia d entre esios
puntos es igual al médulo de la diferencia de sus coordenadas, es decir,

d= |t —t; |
Demostracién. Si los puntos My, y M, coinciden, la afirmacién

del teorema es evidenle. Supongamos ahora que los puntos M, y M,
no coineiden y que, para concretar, el punto M, (f,) se dispono méas

=t
I | I _ d=lb4 W:
£ | | . |
- )i i i) I
a1 M) Mt ¢ a1 Mled 1
Fig. 2 Pig. 3

a la derecha del punto M, (¢) (si el punto M, (f;) se ubica mis a la
derecha que el punto M, (t,), entonces la demostracién se repite
sustituyendo t, por £y, ¥ {; por t,).

Sean M, (t,) ¥ M, (t,) unos puntos cualesquiera no coincidentes
gituados a la derecha del origen de coordenadas O (fig. 2). Entonces

- 7= ;
I |
y i |
|ty 2 |
; T i
M, (2) 7R, M) 4
Fig. 4

la longitud del segmento M M, es igual a la del segmento OM,,
que es igual a t,, menos la longitud del segmento OM;, que es igual
a {,, es decir,

d=t;—t, = |t — ¢t |

Supongamos que 3, (¢,) coincide con el origen de coordenadas
O (0), es decir, que t, = 0, mientras que M, (f,) es cualquier punto
dispuosto a la derecha del origen de coordenadas O (fig. 3). En este
caso la longitud d del segmento MM, sera igual a la del segmento
OM,, que, a su vez, es igual a i,, es declr,

d=t, =t —=0|=]t,— & |
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Sea M, (&) un punto cualquiera dispuesto a fa izquierda del
origen de coordenadas y sea M, ({,). un punto cualquiera dispuesio
a la derecha del origen de coordenadas (fig. 4). Entonees, la longitud
d del segmento M M, os ignal a la del segmento OV ,. igual a Ly,
més la longitud del segmento OM |, que es igual a (—t,), os decir,

=ty 4 (—t) =ty —t; = | L, — t; |.

Sea ahora M, (f,) un punto cnalquiera sitnado a la izquierda
respecto del origen de coordenadas y supongamos que el punto M, ({,)

| J':HZ_;;! '
et T
-i—-n-‘ [2/ !
) | =2 !
Eqﬁ'}’,r.i il N i ;
i o My, ;;I My le ! i ¢
Fig. 5 Fig. &

coincide con el origen de coordenadas O (0), es deeir, 1, = 0 {lig. 5).
Entonces la longitud d del segmento M, M, coincide con la del seg-
mento M,0, que es igual a (—t,), es deeir,

d=—l = |0—1t |=[t,—1 |

Ahora, supongamos que 3, (4) y M, (£,) son cualesquiera puntos
no coincidentes, dispuestos a la izguierda del origen de coordenadas O
(fig. 6). En este caso la longitud d del segmento M, M, es igual a la
del segmento OM,, que es igual a (—¢,), menos la longitud del seg-
mento OM,, que es igual a (—¢,), es decir,

d=(—t) —(=l)=ta—t, = |, — 4 |

Asi pues, en todo caso d = | {y — {; |. El teorema queda demos-
trado.
Ejemplos. 1. [dllese la distancia entre los punlos 3 (3) v £ (—2)

d= 3—(=2)|=|34+2|=35,0biend=|—-2—-3]| =
= | =5 | = 5.
2. Hallesc la distancia entre los puntos M (—4) y P (—10).
d=|—4 - (—10) | = |6 | =6,0biend = | {(—10) — (=4} | =
= | —=6| =6,
De este modo podemos decir que el modulo de cualguier niimero

real a, es decir, 1a | es la distancia del punto I (@) al origen de
coordenadas.
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§ 6. Igualdades y desigualdades numéricas

En el § 5 hemos tocado la cuesltién sobre la comparacion de los
nameros y hemnos dado ciertas definiciones, de acuerdo con las cuales
se puede aclarar, si son iguales dos nimeros reales dados, o bien
uno do ellos es mayor que el otro. Todas las definiciones mencionadas
se pueden escribir de oira forma, haciendo uso de la comparacion de
los nimeros reales con ¢l niimero cero, a saber: dos nfimeros reales,
ay b, son iguales, si, y sélo si, la diferencia entre ellos es nula, es
decir, @ = b =x-a — b = (; el nimero ¢ es mayor que el nimero &,
si, v sélo si. la dilerencia (@ — b) es positiva, es decir, & >> b=>
«=q — b > 0: ¢l namero @ e3 inforior al nimero b, si, y sblo si, la
diferencia {h — a) es positiva, o si la diferencia (@ — b) es negativa,
es decir, a< bea—b<0e=b—a>0.

Si dos nlmeros estan unidos entre si mediante el signo de igualdad
se dice que se ha dado una igualdad numérica. Sin embargo, dicha
igualdad puede ser cierla y puede ser incierta. Por ejemplo, 2 =

: :
=5— 3, 71 = ]/'716 son igualdades ciertas, mientras que las iqual-

dades 3 =5 -1, 6 = % son inciertas.

Ané&logamente, si dos ntmeros estén unidos mediante cualquier
signo de desigualdad, suele decirse que viene dada una desigualdad
numérica, la cual puede ser cierta o incierta. Por ejemplo, 110,1 <C

< 112, Y10 > 3 son designaldades cierlas, y —5 > 72, —;— >3,
inciertas.

La cuestién de si e« eierta o incierta tal o cual igualdad numérica
(desigualdad numérica) no es siempre obvia. Por ejemplo, la validez
de la desigualdad

(100)® < 1 2:3-.. 994100

no es evidente. En tales casos las igualdades y desigualdades numeé-
ricas han de ser demosiradas. Desempefian un papel de gran impor-
tancia las propicdades principales de las igualdades y desigualdades,
que se exponen més abajo.

1. Si los wiimeres a, b y ¢ sorn tales, que a = b y b = ¢, enionces
a = ¢ (propiedad de transitividad de las igualdades).

9. Si los nimeros a, b, ¢, d son tales, que ¢ = b y ¢ = d, entonces
a4+ c=b+d

3. Si los mimeros a, b, ¢, d son tales, que ¢ = b, ¢ = d, entonces
ac = bd.

4. Para cualesquiera mimeros reales a, b y ¢ las igualdades a = b
y a 4 ¢ = b - ¢ son equivalenies, s decir, lu valides de la igualdad
@ = b predetermina la validez de la igualdad a + ¢ = b+ ¢, ¥,
viceversa, de la validez de la igualded a -+ ¢ = b + ¢ sigue la validez
de la igualded a = b, es decir, a = b<>a + ¢ = b+ e

5. Para cualesquiera niimeros reales a y b para todo nimero real ¢,

40



distinio de cero, las igualdades @ = b y ac = be son ejuivalentes, es
decir, si ¢ ==, enlonces a = b <= ac == be.

Expongamos las propiedades analogas para las desigualdades
numéricas.

1. 8i los nimeros a, b y ¢ son tales, gue a > b y b > ¢, entonces
a > ¢ (propiedad de transitividad de las desigualdades).

Demostracién. a—e=(a—c)+{b—b)==(a—Db) -+ (b — ¢). Porcuan-
to @ > b, tenemos a — b => {; por cuanto b = ¢, tenemos b — ¢ >
> 0, pero la suma de dos nlimeros positivos es positiva, por lo cual
a—¢ >0, es decir a > c.

2. 8i los nimeros a, b, ¢, d sontales, quea > b, ¢ = d, entonces
a-+¢>0b+4d.

Demostracion. (¢ + ¢) — (b + d) = (@ — &) + (¢ — d). Por
cuanto 2 > b, el numero {(a — b) es positive; por coanto ¢ > d,
entonces (¢ — d) es también un nlmero positivo; la suma de dos
numeros positivos es posiliva. por lo cual {a 4+ ¢) — (5 4 d) > 0,
es decir, ¢ + ¢ >0 + d

2a. Si los nimeros a, b, c, d son tales, que @ > b y ¢ <C d, entonces:
a—c¢>b—d.

Demostracién. (@ —c¢) — (b — d) = (@ — &) + (d — ¢). Por
cuanto & > b, el ntmere (@ — b) es positivo; por cuanto ¢ << d,
entonces (d — ¢) es también un n¥imero positivo; la suma de dos
niimeros positivos es positiva, por lo cual (a —¢) — (b — d) > 0,
eg decir, @ — ¢ > b — d.

3. St a, b, c. d son nimeros positives y, ademds, a > b y ¢ > d,
entonces ac > bd.

Demostracién. ac — bd = (ac — bd) + (be — be) = (ac — be) +
4+ (be — bd) =c {a — b) + b (¢ — d). Puesto que a >> b, entonces
(z ~— b) es un niimero positivo; por cuanto ¢ es un ndmero positivo
y como el preducto de nimeros positives es positive, entonces
¢ (@ — b) es un namero positivo; de modo andlogo se demuestra que
b (¢ — d) es también un nimero positivo; la suma de dos niimeros
positivos es positiva, por lo cual ac — bd > 0, es decir, ac > bd.

4. Para cualesquiera nimeros reales a, b y ¢, las desigualdades
a>>b y a+t c>b+ c son equivalentes, es decir, la validez de la
desigualdad a > b predetermina que es vilida la desigualdad a -+ ¢ >
> & + ¢, y, viceversa, de la validez de la desigualdad a 4- ¢ > b + ¢
se desprende la validez de la desigualded a > b, esdecir, a > b <=
=agt+ce>b+te

Demostracion. Sea a > b. Eutonces (@ 4 ¢) — (b + ¢) =
=fe—8&+(—e¢c)=1(— b >0, es decir, a - ¢ > b I ¢c. Sea
fa+¢) > (b + ¢), Entonces a—b = (a—b) + (c—¢) =
=(@a+ec)—(+e)=>0, es decir, a > b.

5. Para cualesquiera niimeros reales a y b y para tode niimero positi-
vo ¢, las desigualdades a == b y ac >> be son equivalenies, es decir, si
¢ >0, entonces a > b<= ac > be.

Demostracién. Sea a > b, entonces ac — be = (a — b) e. Por
cuanto ¢ y (¢ — &) son nimeros positivos, el producto de ellos es un
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numero positivo, es deeir, ae — be > 0, o bien ac > be. Sea ac > be,
entonces (@ — b) ¢ = ac — be > 0.

Si el producto de dos niimeros es positivo y uno de ellos es tam-
bién posilivo, enlonces serd posilivo el otro namero, es decir, por
cuanto ¢ >0, tenemos 2 — b >0, 0 sea, a > b.

Sa. Para cualesyuiera nimeros reales a y b y para todo nimero nega-
tivo ¢, las desigualdades a > b y ac < be son equivalentes, es decir,
st ¢ << 0, entonces a > b <> ac << be.

La demostracién de esla afirmacién es andloga a la de la pro-
piedad 5.

De esie modo, tienen lugar las siguientes propiedades principales
de las igualdades v desigualdades:

1) 8 =l =¢ S8 =0 1Y a>0,b>c=>a>c;
2 a=b ec=d=>a-tc= 2) a>b.e>d=atc>
= b+ d >b+ 4

_ 2a8) a>b,c<ld=a—c>b—d;
a="b ¢ =d=a = bd; 3) a>b>0, c>d>0<>
-=> ac > bd,
Ha=—-beat+ec=040¢ 4) a>be=ate>b+
5) @ «= b <= ac = bc para ¢ 5= 0; 5) a > beac > be parac > 0;
5) a> bezac < beparae<C0.

Mas arriba se han usado los signos de igualdad (=) y de desigual-
dad rigurosa (<< o hien >>). A veces estos signos son insuficientes.
Hay problemas, donde se necesitan desigualdades no rigurosas.

Ejemplo. Hoy dia cn Mosc( la temperatura es de 0°, y en Lenin-
grado, no es saperior a la de Moscd.

Si la temperatura en Leningrade se designa con la letra 7', en-
tonces o bien T == 0”, o bien T << 0°. En estos casos suele escribirse
T <0

Demos a conocer las definiciones de desigualdades no rigurosas
@ >= by a<< b Una desigualdad numérica 2 < b se considera cierta
para @ << b v para @ = b, y es incierta sélo en ol caso en que ¢ > b.
Por ejemplo, las desigualdades 6 <C 9y 3 < 2 4 1 son ambas ciertas,
y la desigualdad 7 <C 6 es incierta. (La escritura a <C b se lee o hien
£OMmo «a no es mayor que b», o bien como ¢a es menor o igual a b»).

Una desigualdad numérica « == b se considera cierta tanto para
@ >> b como para @ = b; se considera incierta sélo en el caso cuando
a << h. {La anolacién a 2= b se lee o bien como ¢z no es menor que b»
0 bien como ¢a cs mayor o igual a b»).

Para las desigualdades no rigurosas son validas las propiedades
1—5a, si sustituimos cn ellas el signo de desigualdad rigurosa por
ol signo de desigualdad no rigurosa.

Diremos que

se verifica la desigualdad doble a <C & < ¢, siempre que sean
validas a la vez dos desigualdades a << by b < c;

se verilica l1a desigualdad doble a <C b <C ¢, si son vélidas a la
vez dos desigualdades: a <C by b <T¢;
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se verifica la desigualdad doble & << b < ¢, cuando son vilidas

a la vez dos desigualdades: a<C b y b < ¢

se verifica la desigualdad a < & < ¢, siempre gue sean validas
¥

a la vez dos desigualdades: a <l b b < c.

§ 7. Conjuntos de nameros

Los conceptos de conjunio ¥ de elementlo de un conjunto se con-
sideran fundamentales, es decir, ellos no se definen.

En esle parralo se analizan los conjuntos de niimeros cuyos ele-
mentos son ndmeros reales.

Si un nGmero a pertenece al conjunto A, se cseribe ¢ € M; si a
no pertenece al conjunto A, se escribe a ¢ A1,

Por cjemplo: 2 €N, 0 g N,

Méas arriba fueron introducidos los siguienles conjuntos de mime-
ros:

N, el conjunto de todos los nimeros nalurales (serie de mimeros
naturales);

Z, el conjunto de todos los nimeros enieros:

Zg, el conjunto de todos los nlimeros enteros no negalivos (serie
ampliada de nameros naturales);

@, el conjunto de todos los niumeres racionales;

R, el conjunto de todos los nimeros reales.

Expongamos ahora ejemplos de otros conjuntos de nammervs y
convengamos cémo se denotarin éstos en lo que sigue.

Un conjunto que no contliene elementos se denomina vacio y se
designa con el simbolo .

Si un conjunto se compone de una cantidad finita de clementos,
tal conjunto se escribe del modo siguiente: entre llaves se ponen todos
los elementos del conjunio {en cualguier orden) separandolos uno
de otro con punto ¥y coma. Por ejemple, un conjunto 34 compueslo
por los primeros seis nimeros de la serie natural puede escribirse asi:
M ={1; 2; 3; 4; 5; 6}, y el conjunto L, que se compone de un nimero
V-3 g s e V33
—— . se escribird asi: L = r ;

Si un conjunto se compone de una infinidad de clementos o de
elementos que son, a su ves, conjuntos, entonees lns llaves introdu-
cirlas se conservan v entre ellas se da una breve descripcion del con-
junto. Por ejemplo, el eonjunto de todos los pares de nimeros e y b,
de los cuales @ es un ndmero entero cualquiera y &, nn nimero real
cualquiera, se escribe asi:

My={(a: b) |a€Z bER).

Si cada elemento del conjunto A pertencce al conjunto B, el con-
junto A se denomina subconjunto del conjunto 5. En este caso suele
escribirse 4 < B o bien B o 4.
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Por cjemplo: N <= Zi {(a; b) la € N; bE€Z} = {(e; b) a€Z;
b e R}

El conjunto de todos los niimeros reales £, para cada uno de los
cuales go verifica la designaldad doble —1 <t <2, se denota
(—1; 2) vy se llama infervalo (—1; 2). Debido a la correspondencia
biunivoca que existe entre el conjunto de todos los niimeros reales y
el conjunto de todos los puntos de la recta numérica, suele decirse,

T 20 P
Fie. 7 Fig.S

.

refiriéndose al intervalo (—1; 2), que es éste un conjunto de todos
los puntos de la recta numérica dispuestos entre los puntos (—1} ¥
(2), siendo excluidos estos dltimos (fig. 7).

El conjunto de todos los nfimeros reales ¢, para cada uno de los
cuales se verilica la designaldad doble —2 <{?<C4, se denota

it ) - ke 2 s
& ; 5 4 s g I Fa
e, 1 Fig. 10

[—2: 4) v se denomina semiintervalo [—2; 4). Suele decirse también
gue el semiintervalo [—2; 4) es el conjunto de todos los puntos de la
recta numérica dispuestos entre los puntos (—2) y (4), ineluido el
punto (—2) (fig. §).

El conjunto de todos los nameros reales ¢, para cada uno de los
cuales se verifica la desigualdad doble 0 << ¢ << 3, se denota (0; 3]
v se llama semiintervalo (0; 3]. Suele decirse en oste caso que el semi-
intervalo (0; 3] es el conjunto de todos los puntos de la recta numeé-
rica dispuestos entre los puntos (0) y (3), incluido el punto (3) (fig. 9).

El conjunio de todos Jos nimeros reales ¢, para cada uno de los
cuales se verifica la desigualdad doble —2 <1< 1, se denota
[—2: 1] v se denomina segmento [—2; 1}. Se dice que el segmento
[—2: 1] es el conjunto de todos los puntos de la recta numérica,
dispuestos entre los puntos (—2) y (1), siendo incluidos estos dos
puntos (fig. 10},

En el caso general, si a << b,

se denomina segmento [a; b] el conjunto de todos los mimeros
reales ¢, para cada uno de los cuales se cumple la desigualdad doble
ettt b

se denomina semiintervalo la; b) el conjunto de todos los nimeros
reales #, para cada uno de los cuales se verifica la desigualdad doble
et b ¥

se denomina semiintervalo (a; b] el conjunto de todos los nimeros
reales ¢, para cada uno de los cuales se verifica la desigualdad doble
a <t b;
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se llama intervalo (a; b) al conjunto de todos los numeros reales ¢,
para cada uno de los cuales se verifica la desigualdad doble a <C it < b;

se denomina rayo [a; ++o0) el conjunto de todos los nimeros reales
¢, para cada uno de los cuales es valida la designaldad £ 2= a;

se denomina raye (a; -+ oo) el conjunto de todos los nimeros reales
{, para cada uno de los cuales se verifica la desigualdad { > a;

se denomina rayo (—oo; a] el conjunto de todes los nimeres reales
¢, para cada uno de los cuales se verifica la desigualdad ¢ <3 a;

se denomina raye (--oo; &) el conjunto de todos los nimeros reales
¢, para cada uno de los cuales se verifica la desigualdad ¢ <C a.

Sefialemos que, a veces, cuando se dice «interveloy, sp entiende
un rayo, un segmento, el propio intervalo o un semiintervalo. En [in,
algunas veces el conjunto R de todos los nimeros reales se denota
asi: (—oo0; +co).

Unién e interseccion de los conjuntos.

Se llama unidr de los conjuntos 4 y 8 al conjunto C compuesto
de todos los elementos tales, que cada uno de ellos esta contenido
siquiera en uno de los conjuntos dados 4 y B. Para la unidon de los
conjuntos se emplea el simbolo (J: C = 4 |J B.

Ejemplos. 1. 8i 4 = {1; 2; 3; 4} y B = {2; 3; 4; b}, entonces
A B ={;2; 3 4 5}

2. NUZ, Y{0} = Zy 3. (—1; 2) Y (0; 3] = (—1; 3]

4, (—1; 2)] Y 1—2: 1) = 1—2; 2); 5. 1—=2; 1] Y (0; 3] = [—-2; 3};

6. (—1; 2) U (2; 4) = (—1; 41 7. (0: 1) U (—1; +oo) =
= (—1; -+o0).

Se llama interseccidn de los conjuntos 4 ¥ B al conjunto L, cuyos
elementos serdn aquellos, y sélo aquellos, que pertenccen a la ‘vez
tanto al conjunto A como al conjunto B, es decir, la interseccién de
dos conjuntos es la perte comin de estos conjuntos. Para la inter-
seccidn de los conjuntos se emplea el signo () L = A [ B,

Ejemplos. 1. Si 4 = {0: 1; 2; 3}y B = {2: 3: 4; b; 6], enton-
ces A N B ={2; 3};

2. NNZ,=N; 3. NNZ =N,

4 {15 25 35 4} Nf2; 33 4 5} ={2; 3 4)

5. (—1; 2) 1 (0; 3] = (0; 2);

6. (—oo; 11 1 (0; 3) = (05 1};

7. (=1, ) NG +oo) = J.

Conjuntos ordenados. Permutaciones y variaciones. Al estudiar
un conjunto de nGmeros, se puede disponer los nimeros pertenecien-
tes a dicho conjunto en cierto orden. En este caso tiene sentido hablar
de un conjunto ordenado. Uno de los ejemplos del conjurito ordenado
es la serie de nimeros naturales. 8i dos conjuntos ordenados contie-
nen los mismos elementos, pero dispuestos en diferenle orden, dire-
mos que estos conjuntos ordenados se distinguon por el orden de
disposicion de los elementos. Por ejemplo, operando con {res niimo-
ros 4, 7, 1, se puede componer seis diferentes conjuntos ordenados:

(154 T}, (3.7 43, {4 T3 1), {& 45 7}, {75 15 &), {75 & 1)
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Fista cuestion la analizaremos més detlalladamente para los con-
junies finitos, es decir, para aquellos que se componen de un nimero
finito de elementos, por cjemplo, de niimeros.

Definicion. K1 orden establecido en un conjunto finito recibe el
nombre de permuiacién de los elementos del conjunto citado. El nimero
de permutaciones ¢s precisamente el nimero de diferentes conjuntos
ordenados compuestos de los mismos elementos. El nimero de
permulaciones de 12 elementos se denota con P,. Para dar la respuesta
a la pregunla, :;a qué es igual el nimero de permutaciones de n
elementos?, examinemos el problema general. Sea dado un conjunto
compuesto de n clementos. Escojamos m elementos (m <C 1) en este
conjunto y dispongamoslos en cierto orden. Llamemos variacién
al conjunto ordenado finito obtenido. Ti1 problema general puede
enunciarse asi: «;Culnlas son las variaciones de n clementos tomados
en grupos de mPs. Hespondamos primeramente a la pregunta jcuan-
1as son lag voriaciones de n elementos tomados a dos? En el primer
fugar de tal variacion puede estar cualquier elemento de n elementos,
en ¢l segundo fugar puede estar cualquiera de (n — 1) elementos
restanles, Supongamos gue el primer lugar lo ocupa el elemento e,
entonees en e segundo lugar puede estar cualquiera de los elementos
&y, dy. . . .. a,. Obtenemos (m — 1) variaciones. Si el primer Iugar
esld ocupado por el elemento a,. on el segundo lugar puede estar
cualquiera de los elomenlos @y. @y, @4, » -« -, Gy, €8 decir, tendremos
(n — 1) variaciones mas. Al agotar todos los elementos a,, a,, @5 . . .
.. . @, obtendremos n ogrupos, en cada uno de los cuales se con-
tienen (n — 1) variaciones. Por congiguiente, el nimero de todas las
variaciones de n elementos tomadoes a dos serd n (n — 1).

3i se requiere deferminar el ndmero de variaciones de n elemontos
tomados a {res, se debe afiadir, por turno, a toda variacién de n ele-
mentos Lomados 2 os un elemento de (n — 2) restantes. Entonces
obtendremos n (n — 1) grupos, en cada uno de los cuales se con-
tendrdn (n — 2) varviaciones. Por consiguienie, el niimero de varia-
ciones de n elementos tomados a tres serd en Lotaln (. — 1) (n — 2).
Si el nmero de variaciones de z elementos tomados a m lo designamos
con A™, podemos eseribir las formulas siguientes:

A =p(n—1), Ai=nmn—1)(n—2). (1)
Eseribamos las formulas (1) en otra forma:
AL nln—@2 =10, A3=nm—-1)k—-3B—1. (2)

LEn Jas férmulas (2) se observa cierta regularidad, a saber, el nimero
de variaciones eg igual al producto de nmimeros naturales sucesivos,
empezando con n y acabando con jn — {k — 1)), donde & = 2. 3.
Razonando andlogamente a lo anlerior, obtendremos

P nin—Dr—2)...ln—m—1), 1<<m<n 3)
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Ejemplo. En el 1¢7 grado de una escuela hay 6 asignaluras 1%
¥ 4 lecciones diarias. ;Cudntos métodes pueden aplicarse para hacer
el borario de un dia de estudios (no se admite que a una agignatura
se le asigne méas de una leccidn por dia)?

Para resolver este prohlema se debe delerminar el nimere de
variaciones de 6 elementos tomados a 4: A} - 6.3-4.3 = 360. Asi
pues, son posibles 360 métodos para hacer el horario de un dia. Evi-
dentemenie, la permutacion es una variacion de r clemenlos lomados
a n. De acuerdo con la [6rmula (3) tenemos

Po=nin—1)(n—2) ... 241, (4)

Si aprovechamos ¢l simbolo »! (se lee: «faclorial de ns), el cual
significa el producle de a2 primeros nimeros de la serie natural
(n =1-2-3 ...:n), entonces la formula (4) puede oseribivse del
modo siguienle:

P, =al ©)

La férmula (3) también puede reducirse a atra forma. aprovechando
este mismo simhbolo:

m_ =1 ... [a—tm—N1jln—m) ... 24] ul y
A [tn—m) ... 2.9] T otn—au! " ()

Para gue Ja formula 6 coincida con fa (3) cuando m = n, guele con-
siderarse que 0!« A1,

Combinaciones y sus propicdades. Tropezamos frecuentemente con
los problemas en que se pide formar, a partir de un conjunto finito de
n elementos, otro conjunto de m elementos (m < n). con la parti-
cularidad de gue en el conjunlo nuevo tiene imporlaucia sélo la
presencia de los elementos ¥y no el orden que ellos siguen.

Por cjemplo, se pregunta cudntos son los mélodos a emplear para
la eleccién de tres alumnos, entre los diez, que realicen la limpieza
de la clase. En este caso la ordenacién del grupo compuesto por Lres
alumnos no es obligatoria. Tales coujuntos compuestos de n clemen Log
tomados a m. gue se diferencian uno del olro sélo por Los elementos
y no por el orden de disposicién, se denominan combinaciones, el
namero de combinaciones se denota con CP. Ks cvidente que el
niimero de combinaciones de n elementos tomados a 2 ex igual a la
unidad: €' == 1. Examinemos el caso general en que 1 < m < n.

Sean furmadas todas lag combinaciones C* de n elementos Loma-
dos a m. Elijamos cualquicra de eslas combinaciones v reordenenmos
en clla los elementos empleando con tal fin Lodos los medios posibles.
Entonces, el nimero de toda clase de conjuntos ordenados obtenidos.
de n elementos tomados a m es igual a C27,,. Demostremos que este
niimero coincide con el nimero de todas las variaciones de » elemen-
los tomados a m. Lfectivamenle, tomemos lodas Ias varinciones
posibles y escribamoslas reunidas en grupos. En cada grupo incluya-
mos variaciones compuestas de elemontos iguales. que se dilerencian
por el orden de su disposicién. De este modo, en cada grupo enlrarin
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tantas variaciones cudntas permutaciones puedan formarse de m
elementos dados, es decir, m variaciones. Todas las variaciones que
se disponen en un grupo y que se consideran como combinaciones,
son iguales, puesto que conlienen elementos iguales. Por consi-
guiente, el nlinero de grupos no os otra cosa que el nimero de dife-
rentes combinaciones de n elementos tomados a m, es decir,

Am = Cuml (7

A partir de la igualdad (7) obtendremos la formula para calcular ¢l
numero de combinaciones
f1¥l‘

m]

e =

¥

o bien, haciendo uso de fa férmula (6):

s _— - (8)

= T—=miml *

Observemos gque en virtnd del acuerdo aceptado 0! =1, la
férmula (8) es valida también para m = 0, a saber, Cp = 1.

Resolvamos ahora el problema enunciado mdas arriba sobre la
eleccion de tres alnmnos. El nitmero de métodos posibles para escoger
los alumnos serd igual a

0y — 1:2:3:4:5:6.7:8:9:10
1.2.3:5.5.6.7)(1-2.9)

1

=120,

Si ecalculamos €?,, obtendremos el mismo resuliado:

1-2.3.4-5.6.7-8-9-10

(1-2.3) (1-2-3°4-5-6-7) ==120.

Cly=
Mostremos en el caso general que Cp = Cp™ (0<{m < n). En
efecto,

mem ni o nl __on
U= [n—{r——m)]} (n—m} — ml (n—m)! =Cy. (9)

La férmula (9) permite calcular con facilidad el niimoro de cembina-
ciones de r elementos tomados a m, cuando m es proximo a n. Por
ejemplo,

Ci=Ci=gr=9.

He aqui una propiedad més que es propia para el nimero de combi-
naciones:

R+ O =T (10)
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Efectivamente, haciendo uso de la formula (8), tenemos

me1 LT nl ' s =
S e i e e

n! nl

=l (m+1)(n—m—1)i +m! h—m—Dlln—m

nl
e ml (n—m—1)! ( m—+1 + n—m )=

. nl {n-4-1) {n+1N
T mln—m—1)l (m4-1) (n—m) {m+A [(r4+1)~(mED]T *

Empleando una vez més la férmula (8), obtenemos que la férmula
(10) es cierta,

Hjerecicios
Calcilense (1 ... 10):

5 11 25 3y 12
b Sgr- [’w-(m”——”‘v‘]J"gs'-

s (B [shad o (o) e dn 2o,
8 {[(b—-—zwté) 0,58 ] : 0,75} 62
3?‘*‘“":;“ % o
4. s = (184 sﬁ)_ (zg—14)+
(3—3._1%_,%.):47
+ 5 2 7 9

4%+5,4+ 0,2 (6)
T H00@ 104

()

[(44}8(3)—2?) (s - (6])]

1
3,25 3125 0,341 - 2 8
6, [ T — P = e
( 341 6,875 (%_,_0‘125 13)
1
4 1_,01—-5- 9—0.04
3-.%.“.0,3 1—047 °
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“1?%—11,2?)-2}3%- L . )J:[zi

T i p @S T

<(oa+2]}

S R e

5
+(ag—grod): (a2 7).
I e 3 A S

i 19
[10-—0,21. (4,245 ?)] . (1,3-1 'E)
0

b (2,86) 2 ~§—~)+[18-1—$—{(15%—%}$—) ;3,01]-5%

[(1‘(;3—%) :n,(_571423)] : [(ﬁ'(s)—a.i.).z%] '

Demuéstrense las afirmaciones siguientes (i1 ... 33): i

11. Para que el ndmero natural 2 e, . . . @14, 3€a divisible por 5, es ne~
cesario y suliciente que ay = 0, 0 que g, = 5.

4 12. Para que un niimero natural sea divisible por 6, es necesario que se di-

vida por 3.

13, Para que un nimero natural sea divisible por 3, es suficiente que se
divida por 6.

14. Para que ¢} numero natural e 8,4 . . . @85, # 2= 1, sea divisible por
4, es necesario y sufieiente que el nimero a,qy se divida por 4.

15. Para que el nimero natural @,a, -4 . - . @144, 2 3> 2, sea divisible por8,
es necesario y suficiente que so divida por 8 el niimero aga;aq.

16. Un numero natural es divisible por 11, si, ¥ sélo si, la diferencia entre
la suma de sus cifras, que ocupan los lugares imﬁares‘ v la suma de sus cifras,
quo se disponmen en los lugures pares, es divisible por 11.

n(n41) (n+2)
6

10,

17. Para cualquier ndmero natural » el niimere es natural.

18. Ll producto de dos niimeros naturales sucesivos dividido por tres daen
el resto cero o dos.

19. El ndmero que es &l cuadrado de un nimero natural, o bien se divide
por tres, o bien, siendo dividido por tres, da en ol resto la unidad.

20. Bl nimmero que es ol cubo de un niimero natural, al dividirlo por 9, da
en el resto 0, 1, o bien 8. 3

94. Para cualquer n natural, el ndmero n (n? - 5) es divisible por 6.

99 La suma de los cubos de tres nlimeros naturales sucesivos es divisible

3.

23, Tl produclo de ires nimeros naturales sucesivos, entre los cuales el
del medio es el cuadrado de un niimero natural, es divisible por 60.

24. Para cualesqmiers » y m enteros el nimero [nm (r — m)] es par.

25. Fl producte de dos nimeros pares sucesivos es divisible por ocho.
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2. La diferencia entre el cubo de un namero impor y ol propie nimero es
divisible por 24.

27. El cuadrado de todo uGmero impar, disminuido en la unidad, es divi-
sible por 8,

28. La suma de dos nlmeros impares sucesivos s divisible por 4.

29. Dos nimeros impares sueesivos son reciprocamente primos.

30. Para cualquier numero natural » los ndmeros n, n 4 1 v 21 + 1 son
reciprocamente primos de dos en dos.

3. La suma do cuatre mimeros naturales sucesivos no piedo ser un ni-
mero primo,
4n4-3 20

TPl T #s  trreducible

32. Cada unn de dos fracciones,

cualquiera que sea n natural,

33. 5i una fraccion dada es irveducible, serd irreducible lambién la frac-
cidn cuyo numerador es igual a la suma del pumerador v denominador de la
fraccién dada y cuyo denominador es igual al productn del numerador por el
denominador de la fraccidn dada,

34. iCudntas veces el nimero 2 figura como factor en la descomposicin
del nimero 100! en factores primos?

35. ¢(Cuantas veces ¢l numero 5 enlra como faclor en la descomposieifn
del nimero 19801 en factores primos?

36. Hallese el resto que gueda al dividir el nimero;

) 21980 poc 51 b 7100 por 3,

37. ¢Cual es la lLimi cifra del namero que se ohliene como resultado de la
siguiente elevacifn a potencia: a) 20980; by 718807

48. (8e podra representar el niimero 101 010 en forma de la diferencia entre
lus enadrados de dos niuneros enteros?

39, (Serd «divisible por #1 el niimers 11 ... 112

A Ve
H1 wvigng

40. Hillese el MGD (247, 221), MCI) (823: 187: 204y

41. Héllense los nimeros o § b, siz el MCD («) &) == 13, o} MCM {m; by =
= 198,

42, ¢Para que cifras & e g el ndmero 345y se divide por 367

43. La diferencia de dos nitmeros es igual a 5, ¥ la sumi e los cuadrados
es igual & 157. Hallense dichos mimeros.

44. Hallense todos los nilmeros de fres cifzas, cada o deo los cuales sea
12 veces mager que da suma e sus cilras,

45, Hillese nua Traceion propia, superior a é » 81 g0 sabe que al aumentar
s numerader en clerto ngmers entero y al multiplicar en denominador por el
mismo nimere, la magnited de la {eaceién no varia,

. o < g i ;

46. La [raceion Hoos irreducible. Acldrese si es redueible 0 no la suma
1

a+h*

47. Mallense todos los mimeros naturales » lales que parn cada  uno

. 1
de dos Iraceiones -— v
a

de cllos el niamero '%’rz_s,é_ sea nafural.

48, ¢Ls cier(a la alirmacidn de que la suma de dos nimeras naturales, cada
uno de los cuales no se divide por 7, tampoco es divisible por 77

49. Hallese el ntimero natural minime, el cuul, siendo dividide por 7, da
en el resto 6, vy, dividido por 9, da en el resto 8.

50. Hallese el nimero méxime de tres cifras, el cual, siendo dividido por G,
da en ol resto 5, y al dividivlo por 4, da el veslo igual a 3.

51. Hallense todus los ndineros naturales, superiores a 200 o inferiores a
!?00. cada wno de los euales, sienda dividido tanto por 7, como por 21, da en
el resto 2.
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52, Mlallense dos lus numeros naturales, inleriores a 150, cada uno de l[os
cuales, siendo dividide tanto por U, como por 8, da en el resto 3.

53. Sea p (p .= b} un ndmero primo. Demlte%twﬂe que 8l numero {p% — 1)
es divisible por 24,

54. Sea p (p == 7} un npimero primo. Demuéstreso que el nimero (p* — 13)
no se divide por 24,

55. Hallense los numeros pe imos p ¥ q tules, que p* — 2¢* = 1.

56. ¢Serd primo ol numero ¢hp b 1), 51 se sabu iue los nameros p y (p+-1)
S0 prnnoa v p o 3?

57. Iidilese ¢l nimers p. si se sabe que p. (¢ | 2) ¥ (p 7+ 4) sont nimervs
primos.
58, Demuéstrese que la suma (la diferencia, ¢l productn, el cociente) de dos
numeros irracionales puede ser un niamero racional,

‘J. Demuéstrese la irracionalidad de los numerns ¥ 5; 3 49; {1 2-- ¥'3);
(Vi+¥73).
60. Demuésireso que nna fraceién decimal infinilu 0,4234567801011 . . .,
donde tras ka coma vienen seguidamente todos los nimeros naturales, es aperio-
dica.

64, Sea az=b > e>d > Demuéstrese que [—; :>% "

62, Demuestiese que la | = |—a i |alz2a |a = — a
Hallese el eonjunto de todos los pimeros, para cada une de los cuales es
vilida la ignaldad (63 . .. 73):

63. | —a|l=m 64, | —a]|= —a. 6d.at+|a|=0. Gb, a—]a]|=
67.a < |a]=2a 68. a|a|=—a 69, —‘;—|=-1.
20. = 1, M. VYV F=—a. 72 ¢ V i=— ¥ IaE, 13. ) Tae= —a }5.

laj

74. (Cudles L(_e_:_ las siguientes desigualdades son validas: 5 = 27 3 2 3;
Vig2 61V y 38 V012

41 dos nimeros roales « y b son lales que ¢ == b, ¢serd valida la
desigualdad (75, 76): 75, a? > b% 7. i <:_?_ ’

Héllese ol conjunto de todos los nameros, para cada uno de los cuales se
vorifica ia dasmu.tldﬂd (77 .

77. | —a | = a. 7 |a| ~——a.79.|‘rxl\,_‘|—aj.80.ajal‘;a

8l. I“I < —1. 82, i:I >1. 83, }’a_zsg—a. 8. 21 5 < V5.

85.. 1,Tazf~-—a} .88, la| —a= 0. el + =20 88. la]+
a0,

Hallose Ia interseccion de los siguientes dos conjuntos (8 . . . 96):

89. [*2n —] y [—86; 21. 90. [;-"2; —V-r"zi-] v [1%-;

1{"2-1— V'3 *l ) -

5
ol (— 5 z]v(

T"‘) 02, i— 1 51 4] v [4 VT
93, (1; : a-H ) ( v 5+1 3 ) 94. (—o0; 2), ¥ (—1 3 10L
=

05-. (__;__‘ i —1f§——06 ; _}__m)‘
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9. (—V' 15 15y [J“Z-—Z"J

Hallese la unién de los sigujeutes dog conjuntos (97 . . . (05):
97, [—1.5; 4} y [—2; 1], 98, [1; 5] v [0; 6). 99, 12 4] v |4; 7).
100. {(—1; 4) y {0y 3} )

101, (— co; 2] ¥ |—3; &) 102, (); 1) ¥ (—i -+ m}

103, (—oo; 21 v [-‘zi- } 17). 106, (—4; 31 v (2 4]

105. {—1; 1) ¥ (0,2; 2}

Indiquese en el eje numérico el conjunto de todos los niueros que satisfa-
cen ln condicién (106 . . . 113):

106. | 2| =1 107, | x| <=8 108, | 2| =2 109, | < 4 = 4. 110, —3 <
Lr=O M e — U = 2) =0 U2, (v — 12 B D A3z — 22 X
X (x4 4) < 0.

114. ¢Cudntos nimeros diferentes de cualrocifras se pueden lormar einplean=-
do las cilras 1, 2, 3, 4, 5, si en la anotacidn de cada el numero ninguna de
Yaz cifras se repite?

115, ¢Cudnlos nitmeros diferentes del teléfono, compuestos de siele cifras,
pueden marcarse con ayuda del diseo dotade de diez orifivios que tienen los
nimeros 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 07 )

116. ¢Cudntos son los métndos con cuya ayuda se pueden elegir en un grupe
de 25 hombres un responsable sindical, nun respousabie del deporle v wn funcio-
nario de la seccion de eultura?

117. iCudntlos sou los mélodos que puoden emplearse para seleccionar unes
cuantos libros (no menos de un libroj entre 5 manuales iguales de Algobra y
4 manuales iguales de Geometria?

118, Ung compaiiia se compone de 3 oficiales, (i sargentos y 60 soldados.
iCuantos son los m}é]wf] os que pueden emplearse para lormar la guardia de servi-
cio gue sea compuesta por un aficial, 2 sargentos y 20 soldados?

119, ¢Cusdntos son los métodos que pueden emplearse para poner 20 libros
en un armario de 3 anaqgueles, si en cadu anaguel caben todos los 20 libros?

120. Un hombre ticne 7 libros y olro, &, fCudnles son los métodos con ayu-
da de Jos cuales ellos pueden cambiar de a dos libros uno con el otro?




CAPITULO

II

XPRESIONES ALGEBRAICAS

§ 1. Definiciones y propiedades prineipales

Expresiones mateméticas y algebraicas. En el capitulo anterior
se han examinado niimeros reales y algunas operaciones con éstos.
Con ayvuda de los nitmeros, los signos de operaciones y del paréntesis
se componian dilerentes expresiones numéricas. Aduzcamos ejemplos
de cierlas expregiones numéricas:

(27:9% V8+1.

2.10% 4 7102 4+ 10 — 5.

Si cn una expregion numérica se pueden realizar todas las opera-
ciones indicadas en ella, el niimero real, oblenido como resultado de
las operaciones cnmplidas, se denomina velor numérico de la expresicn
numérica dade v, refiriéndose a la propia cxpresion, se dice que fiene
sentido. En los ejemplos citados cada nuna de las primeras tres expre-
siones numéricas tiene un valor numdérico igual a 3, ¥ la cuarta,
a 2705.

Si una expresién numérica consta de un solo nimero real. su valor
numérico serit el propin ndmero.

A veces la expresién numérica ne Liene valor numérico, pueste
que no <on realizables todas las operaciones indicadas en ella; refi-
riéndose a tal expresidn numérica. se dico que elle no tiene senlido
{esidé privade de sentido). Por ejemplo. las expresiones numéricas

m . 1008 y (2 — 2)0 estan privadas de sentido.

De este moido, cualquier expresién numeérica o bien tiene valor
numérico o bien cstd privada de sontid.

La expresion numérica se usa frecuentemente para desceibir tal
o cual propiedad de un ndmero que representa el valor numérico de
dicha expresidn. Asi, por ejempln, {a propiedad dol nimero (—17)
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de dar, al dividirlo por 2, un resto igual ala unidad se escribe median-
te una expresién numérxca 2 (—9) 4+ 1. Para describir la pro-
piedad de todo niimero impar encerrado dentro del segmento [—2; 14]
de dar, al dividirlo por 2, un resto igual a 1, se debe escribir la expre-
sién numérica correspondinnt.e para cada uno de los nameros —1, 1,
3,9, 7,9, 11 y 13, es decir, las siguientes ocho expresiones:

Tl £ 20 E UM FIED
2341, 244+1; 2541 2641,

La misma propiedad se puede escribir, aplicando el simbolismo
literal, de la manera siguiente: 2I - 1 donrle le{—1,0, 1, 2,3,
4, 3, 6}.

E] ejemplo aducido muestra que en -lugar: de las expresiones numé-
ricas resulta, a menudo, mas comodo analizar las expresiones, en las
cuales en algunos lugares figuran letras en vez de niimeros. Toda
expresién de esta indole se llama expresién matemdtica. Los ejemplos
de expresiones matemdéticas son:

7 h—a
a ¢

— 1 2%3gen 3tV m

P VIR arctg g log ~ LT,

Observemos que el concepto «expresién matematica» es el més simple,
por lo cual no se define, sino sélo se describe, lo que se ha hecho mas
arriba. La expresién matemética en la cual con los nimeros y las
letras (que figuran en dicha cxpresién) se realizan operaciones de
adicién, sustraceidén, multiplicacién, divisidn, elevacién a potencia
natural y extraccién de una raiz aritmética, recibe el nombre de
expresion algebraica.

Méas abajo vienen los ejemplos de exprosiones aleebraicas:

3=
atb; Sopi 2= VBt LG LRIV
m—n)+ 2y

Una expresion algebraica se llama racional, si parlicipan en ella
(respecto de las letras que figuran en la expresion) sélo las operaciones
de adicién, multiplicacion, sustraccién, divisién y elevacion a poten-
cia natural (la expresion algebraica racional puede contonor cuales-
quiera nameros, incluidos los irracionales). Los ejemplos de expre-
siones algebraicas racionales son:

VI Z=2 B o Jz—mab.

€—a V5 (m—n)

Una expresién racional se 1lama entera respecto de la letra dada, si no
contiene la operacién de divisién por la letra dada o por una expresién
en que ligura esta letra.

La ezpresién racional fraccionaria respecto de una lelra dada es
una expreswn racional que contiene la operaciéon de divisién por
cierta expresién en la que figura esta letra, o por la propia letra,

85



atbte ' ;
“Ratdp % enlera respecto

de la letra ¢, y fraccionaria respecto de las letras a y b; la expre-
V32

sibn racional i{-{- 3~ s entera respecto de a, pero fraccionaria
respecto de &.

Una expresién algebraica se denomina irracional, si en ella se
prevé la operacién de extracciébn de una raiz aritmética respecto de
las letras que la integran.

Los ejemplos de expresiones algebraicas irracionales son:

Ve+Vb42ab, Vet1; 2V 314V 301,

Operaciones con expresiones algebraicas. Sean dadas dos expre-
sidnes algebraicas que se denotan con las letras 4 y B. Definamos
para ellas las operaciones aritméticas.

Adicionar dos expresiones algebraicas A y B significa escribir
formalmente la expresién algebraica A -+ B, denominada suma
de las expresiones 4 y B.

Por ejemplo, la expresién racional

Por ejemplo, la suma de las expresiones algebraicas %yi—

2p
o
+E.
Multiplicar dos expresiones algebraicas 4 y B significa escribir

formalmente la expresién algebraica AB denominada producto de las
expresiones 4 y B.

a—b
c—a

serd la expresién algebraica

Por ejemplo, el producto de las expresiones algebraicas ij‘,_

=ty

¥ (a® — b?) lo representara la expresién algebraica ——— (a® — b2).
Vzty

Si hay necesidad de adicionar varias expresiones algebraicas, se
suman primeramente las dos primeras expresiones y luego a la suma
obtenida se le adieiona la tercera expresién, etc. Por ejemplo, la
suma de cinco expresiones algebraicas es como sigue: {{{4 + B) - C]+
+ D} + E. De modo analogo se define también el producto de varias
expresiones algebraicas.

Si en un producto una misma expresién algebraica 4 interviene
como factor n veces (n > 1, rn € N), se escribe A™ en lugar del pro-
ducto 44 ... 4. :

Tt Veces
Por ejemplo, en lugar del producto (a 4 b) (@ + &) (@ + b} se
escribe {4 4 &)°. En vez de 4! se escribe, de ordinario, 4.
Sustraer de una expresién algebraica 4 otra expresion algebraica
B significa escribir formalmente la expresién algebraica 4 — B,
llamada diferencia de las expresiones 4 y B.

Por ejemplo, la diferencia entre las expresiones algebraicas abec®
Imn - i r gimn
= tendré por expresion algebraica: abc® — b

e
¥
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Dividir una expresién algebraica 4 por olra expresitn algebraica B
significa eseribir formalmente la expresién algebraica 4 : B, deno-
minada ceciente de la divisién de la expresién A por la_. expresion 5.

Por ejemplo, el cociente de la divisién de la expresién algebraica
(@ — b?%) por la expresién algebraica % serd la expresidn algebraica
(@ — &%) : % Indiqueinos que el cociente de la division de la
expresién algebraica 4 por la B se denota frecuenlemente en la

A
forma 2

Campo de valores admisibles de una expresion algebraica. lista
claro que por campo de valores admisibles de una expresién algebraica
se debe entender el dominio en que dicha expresién algebraica tiene
sentido. Sin embargo, este concepto requiere una precisién.

Sea dada una expresién algebraica. El conjunto de todas las letras
que integran dicha expresién se denomina coleccion literal de la
expresién algebraica dada.

Si en una expresién algebraica entran n letras 1y Qay o v oy Uy,
la coleccién literal de dicha expresién algebraica se escribe en la
forma (a,, a,, . .., @,). Cualquier letra, independientemente de la
frecuencia con la gue se encuentra en la expresién algebraica, se
escribe en la coleccidn literal sélo una vez. A) componer la coleccién
literal de la expresién algebraica dada, el orden en que siguen las
letras puede mantenerse cualquiera, pero fijo de una vez y para
siempre.

. . : 2a—7h ik

Por ejemplo, para la expresidn algebraica T de coleceion

adc
literal puede servir la (a, b, ¢); para la expresién algebraica

V%-+a=bk—a, la eoloccion (%, @, a, b).

Si en la coleccion Jiteral («, B, y) tomamos en lugar de la letra
@ un némero, por ejemplo, (—%ﬁ) , en lugar de B, el namero
V2, y en lugar de v, el nimero 0,3, entonces la coleccién de ni-
meros (.,_..1.7{_3_) . ]/_'2 vy 0.3 se denominaré coleccién numérica corves-
pondiente a la coleccién literal dada (a, B, v) y se escribird
en la forma (—% . V2, 0,3) . En este caso se dice que la colec-

cién numérica (—~ _t’?’ V2, 0,3) corresponde a la colecci6n lileral

7 e .
(CX.., ﬁ; ‘\’) parta w= —W, ﬁzVZ, ‘}‘:0,5

De modo andlago se determina la coleccién numérica correspon-
diente a la coleccion literal (a4, ay, . . ., a,) y para cualquier colec-
cién de r letras (» es un nimero natural cualquiera).

A una misma coleceién literal se le puede poner en corresponden-
cia una infinidad de diferentes colecciones numéricas.
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Dos coleccinnes numéricas se consideran diferentes, si al menos
en un lugar y, ademds, en el mismo en cada coleccion, por ejemplo
en el i-6simo lugar de dichas colecciones numéricas se disponen nitme-
ros no iguales (es decir, en vez de una misma letra dispuesta en el
i-6simo Ingar de Ia coleccién literal, en estas dos colecciones numé-
ricas figuran nimeros distintos). Por ejemplo, las colecciones numé-

ricas (1, = P li) v (1., B sl PO, %), corres-

pondientes a Ia coleccién literal (e, b, c. d, €), son diferentes, pucslo
que en un mismo (lercer) lugar de ellas se disponen niimeros desiguales

(—5) y (—4) (es decir, en la primera coleccion ¢ = —5, y en la segun-
da.c = ~4). Las coleccionos numéricas (—»3, — %} v ( - %, = ).

correspondientes a la coleccion literal (z, y), son diferentes, puesto
que los primeros Iugares de ellas estén ocupados por ndimeros desi-
guales (es decir, en Ja primera coleccién £ = —3, ¥ cn la segunda,

(4] , .
T = — ademas, son diferentes, porque en el segundo lugar de
ellas figuran nimeros desiguales {es decir, en Ja primera coleccitn
y=— -gn, v en la segunda, y = —3),

Sean dadas una oxpresién algebraica y su coleccidn literal. Exa-
minemos cierta coleccién numérica correspondients a la coleccion
literal citada. Ista coleccién numérica se denomina eoleccion numé-
rica para las letras de la expresion algebraica dada. Si en dicha
exprosién algebraica sustituimos en lugar de cada letra, cualquiera
que sea el lugar que ocupe, el namero, que le corresponde, de la
coleccion literal dada, obtendremos una expresién numébrica, la
cual o bien tiene sentide o bién estd privada de sentido. Por ejem-

; - ; b—3a 5
plo, examinemos la expresion algebraica e Eseribamos su
i L

coleceién literal en la forma (a, b). Parala coleccion numérica (4, 5),

correspondienta a la coleccion literal (¢, 6), (es decir, para a = 4,

b = 5), esla expresion algebraiea se oscribe en forma de la expresion
5—3

! =3k y i 7
algebraica 3;~=l v tiene el valor numérico (—-%) Para la colec-

V 544
cién numérica {—0, 5) (es decir para @ = —6 y b = 5} esta expre-
sion algebraica se escribird en forma de la expresion algebraica
5—3( —6) : ;
—————, la cual no tiene sentido.
) o—b

La coleccion numérica correspondiente a la coloccién literal
do la expresion algebraica dada se llama admisible para dicha expre-
sién, siempre que ticne sentido la oxpresion nuwmérica que se obtiene
a pactir de la oxpresion algebraica dada, si en lugar de cada letra,
independientomente del lugar que osupa en ella, sustituimos el
niimero, {que le corresponde, pertenecicnte a la coleecién numé-
rica dada.

La totalidnit de tndas las colecciones numéricas admisibles,
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correspondientes a la coleccion literal de la expresion algebraica
dada, se llama campo de valores admisibles {CVA) de la expresion
algebraica dada.

Observemos quc existen expresiones algebraicas cuoyo CVA es
vacio. Por ejemplo, es vacio ol CVA de la expresidn algebraica

1
Za—(ata)’ P
correspondiente expresion numérica no tieno sentido. Las expre-
siones de esta indole se llaman expresiones privadas de sentido ¥ no
se trataridn en lo gque signe. 121 CVA de una expresion algebraica se
escribe, por regla general, en forma de la coleceién de conjuntos, con
la particularidad de que s¢ indica a qué letra corresponde cada con-

ues para cualquier valor numérico de la letra a. la

: . : . 7 b—3 :
junto. Asi por ejemplo, el CVA de la expresion ——— se escribe
Vita
en la forma {{a, b) | @ € {—H; Lo0); & € (—o0; -}o20)}. )
Se llama valor nwumérico o magnitud numérica de una expresion
algebraica para la coleccién numérica dada del CVA al valor numé-
rico de aquella expresion numérica que se obtiene, si se sustituye en
lugar de cada letra de la expresidn algebraica dada, independionte-
mente del lugar que ncupa, el nitmero, perteneciente a la coleccion
numérica dada, que le corresponde,
Por ejemplo, ¢l valor numérico de la expresion algebraica
b—3
V5Fa

o oo
el niimero ',

A menudo las expresiones algebraicas se analizan no en lodo su
campo de valores admisibles, sino sélo en una parte de él, a saber,
en cierta region 7.

Por ejemplo, examinemos la expresion algebraica vt El CVA de
esta expresion eos {(v. &) |v € R: t € N}. Supongamos que dicha
expresion algebraica vl representa el camino recorrido durante el
tiempo ¢ a la volocidad ». Enlonces, de acuocrdo con el sentido fisico
del problema, se deben imponer a v y ¢ las restriceiones: » >0
v t 2= 0. Con otras palabras, se debe examinar la expresion  alge-
braicavten Ia siguiente region M que forma parte del CVA de esta
expresion: M = {(v. #) | v € [(; +o0); £ € [; Joo)}. La expresién
algebraica se da habitualmente junto con la region M, en la que se
analiza. Si la regién W no esld definida, la expresion algebraica ha
de analizarse en lodo el CVA que debemos previamonlke determinar.

Sean dadas dos expresiones algebraicas A y 5. B conjunto de
todas las letras de ostas dos expresiones se Hamard coleceion literal
de dos expresiones A y B. La coleceién numérica, correspondiente
a la coleccion nuwmérica literal de dos expresioncs algobraicas, se
denomina admisible, si ticnen sentido simultdneamonte ambas expre-
siones numeéricas que se obtienen a partir de las expresiones algebrai-
cas dadas, si en lugar de cada lelra, no importa en qué lugar se dis-

3
para a=4 y b="0, serd el numero % Jypataa=0,b=4,
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ponga. sustiluimos en éstas el ndmero pertenecienie a la coleccion
numérica mencionada. que le corresponde a dicha letra.

La totalidad de todas las colecciones numéricas admisibles, corres-
pondientes a la coleccién literal de dos expresiones algebraicas,
recibe el nombre de campo de valores admisibles (CVA) de estas expre-
siones algebraicas.

Ejomplo: i =t . g let8IbeRl 5 GVA de
EXee % Vi ae—2 ' T b8

estas dos expresiones algebraicas se escribe en la forma {{a, b) | a €
€ [—1; 2} J (2 +00); b€ (—3; +oo)).

De modo andlogo se determina el CVA de » expresiones algebrai-
cas. Dous expresiones algebraicas pueden analizarse no en todoel
CVA, sino sélo en cierta parte de él, ¢s decir, en cierta regién M.
Eu vista de ello. por regidn M, perteneciente al CVA de las expre-
siones algebraicas, se entenderd en adelante o bien todo el CVA
o bien una parte de é] que se indica de modo explicito.

§ 2. Igualdades y desigualdades
de lIas expresiones algebraicas

Igualdades de las expresiones algebraicas. Dos expresiones alge-
braicas se Hlaman idénticamente iguales en la regién M, si para cual-
quier coleccion numérica de la region M son iguales los valores numé-
ticos correspondientes de estas expresiones. _

Por ejemplo, dos expresiones algebraicas (@ * 1)*y (a® + 22 - 1)
son idénticamente iguales tanto en todo el CVA de estas expresiones,
es decir, en ol campo {(a) | @ € (—oo0; -}o0)}, como en cualquiera
de sus paries. 1dos expresiones algebraicas m + d + g—_ri vy
d(3+c)-H{a—hi

3¢

dos expresiones (ue se representa por el campo

{la, b, m.c, d)|a€ R HBER; mMER ¢ €(—o0; —3) | {(—3; +o0);
d € 1}, sino <olo en una parte de él, s decir, en la regién M, doude
M= {{a, by m. c, &) |a€ Ry be i m€ {0} c€(—o0; —3}U
U {(—3: -foo); d € ). Para escribiv una igualdad idéntica de_dos
expresiones algebraicas en la region M se emplea, a veces, el signo
de igualdad, por encima del cual se pone la letra M, es decir, si
ciertas cxpresiones algebraicas vienen depotadas con las letras

son idénticamente iguales no en todo el CVA de estas

vl
A y B, la escritura 4 = B significa gue las expresiones algebraicas
A v B son idénticamente iguales en la vegion A/, y la propia region M
es una parte del CVA de dos expresiones 4 y 5.
Por ejemplo, la escritura
a—p B¥B g b
5+ec  3+¢  BFec

Lt}




i i " a—h a &
significa que las expresiones algebraicas (—3ﬁ) ¥ (5_—,—5_???)
son idénticamente iguales en el CVA de estas expresiones, es decir.
enclcampo {(a, b, ¢} |a € RiHE R, ¢ € (—o0; —3)1] {—3; fo00)}

M

y la notacién V'a® = a. en la que M = {(a} | 2 € [0; Loo)) significa
que la igualdad idéntica de las expresiones algobraicas }/a® y a se
confirma sélo en la regién M.

La sustitucion de una expresion algebraica A por otra expresion
algebraica B, idénticamente ignal a 4 en la region M. perteneciente
al CVA de las expresiones 4 v B, se denomina transformacion idén-
tica en la regién M de la expresion algebraica 4. Si no se indica la
region M, en la qgue se realiza la transformacion idéntica, suele con-
siderarse que dicha transformacidén tiene lugar en el CVA do dos
expresiones: la dada y la transformada.

Por ejemplo, la sustitucion de la expresién algebraica {a 4 1)?
por la expresion algebraica @® 4 2a - 1 serd idéntica en el CVA
de estas expresiones, es decir, en la region M, donde V7 = {(a) | a €
€ R}.

Serd legitima la pregunta de si es postblo Ia notacién 4 =5
sin la letra M por encima de igualdad y qué significa esta notacién.

Por supuesto, se puede escribir formalmente 4 = B, pero si
junto a esta igualdad no hay palabras que expliquen cémo debe
entenderse tal escritura, entonces la iltima esta privada de sentido
logico alguno. Por consiguiente, la escritura de este tipo ha de uti-
lizarse sélo acompafiada de explicaciones determinadas que puedan
explicar cémo ella se debe entender.

Indiquemos ahora los casos, que se encuentran con mayor fre-
cuencia, en los que la escritura 4 = B se acompafia de explicaciones
correspondientes referentes a como se debe entender tal eseritura.

a) Supongamos quoe se sabe que en ciertaregion M, perteneciente
al CVA de dos expresiones algebraicas 4 y B, estas dos expresiones
son idénticamente iguales. Entonces esta afirmacién se escribe asi:
«Se sabe (0 por hipdtesisy que 4 = R en la region M». En ests caso se
dice también que en la regiéon M viene dada le igualded idéntica
A =25B.

b) Supdngase que se necesita demostrar la validez de la afirma-
cion: las expresiones algebraicas 4 y B son idénticamente iguales
en la region M perteneciente al CVA de estas expresiones, En este
caso se escribe: «Demuéstrese que A = B en la regién M». Suele
decirse también que se necesita demostrar que en la regién M es vilida
la igualdad idéntica A = B.

¢) Supdngase que se necesita hallar una regién .1/, perteneciente
al CVA de dos expresiones algebraicas 4 y B, tal que para cuaiquier
coleceion numérica de la region M el correspondiente valor numé-
rico de la expresion A4 sea igual al valor numérico correspondiente
de la expresion 2, y para cualguier coleccién numérica que no forma
parte de la regién M, pero si pertenece al CVA de dichas expresiones,

11



los valores murméricos correspondienics de las expresiones dadas
gean distintos, Fn semejantes casos dicen: «Resolver la ecuacion
A = D>

Obsgervemos, ante todo, gque la adicion y la multiplicacién de
las expresiones nlgebraicas se realizan haciendo uso de las siguientes
afirmaciones:

1. En el CVA de las expresiones A y 17 se verifica la igualdad idén-
tice A || B - B |- A.

9. En el CVA de tres expresiones A. B y C se verifica la igualdad
idéntica (A 4 B) - €C==A + (B + C).

3. En el CVA de dos expresiones A y B se verifica lu igualdad
idénlica AB ~ BA.

4, En el CVA de tres expresiones A, B y C se verifica la igualdad
idéntica (AB) C = A (BC).

5. En ¢l CVA de tres expresiones A, B y € se verifica la igualdad
idéntica A\B | C) = AB 4 AC.

Por cuanto la validez de estas alirmaciones se demuestra me-
diante wn mismo mélodo, daremos a conocer aqui solamente la
demosiracion de la afirmacion 1.

Elijamos una coleccion numérica dentro del CVA de dos expre-
siones A y /2 v denotemos con A4 y 5, respeclivamente, los corres-
pondientes valoves numéricos de estas expresiones. Entonces, con-
forme a la propicdad de conmutatividad de la adicion de ntmeros,
para los nitmeros A, y B, es valida la jigualdad numérica A o £, =
= By + A,. Quiere decir. se ha mostrade que para Jla coleccidn
numérica dada dentro del CVA de dos expresiones 4 y /3 los valores
numéricos correspondientes de las expresiones Ag 4+ #, ¥ By - 4,
son iguales. Por cuanto este razonamicnlo puede aplicarse para cual-
quier coleceidn numérica del CVA de dos expresiones A4 y 5. queda
demostrada la igualdad idéntica A + 5 = B + A en el CVA de
eslas expresiones.

De modo andlogo s¢ demuestran también las alirmaciones si-
guicentes:

6. En el CVA de ln expresion A se cerifican las igualdades idén-
ticas A -+ 0= A, 0 -4 = A.

7. Enel CVA de la expresién A se verifican lus igualdades idénticas
Al =4, 1.4 = 4.

8. En el CVA de la expresion # se vertfica lo igualdad idéntica
A+ [—4) = 0.

9. En la region M (una parte del CVA de lo expresidn A), donde
no exisle ung coleccion numérica, para la cual el valor numérico corres-
pondiente de la expresion A fuera igual a cero. se verlfice la igualdad
idéntica A iT =

Haciendo uso de las afirmaciones 1 ... 9, podernos moslrar
que las operaciones de sustraccion y division de las expresiones
algebraicas son respectivamente inversas a las operaciones de adi-
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cién y multiplicacion de expresiones algebraicas. A saber, son licitas
las siguientes afirmaciones.

10. En el CVA de dos expresiones A y B se verifica la igualdad
idéntica B + (A — B) = A.

11. En la region M (una parte del CVA de dos expresiones 4 y B),
donde no exisie une coleccién numérica pare lo cual el valor numérico
correspondiente de la expresion B fuera igual a cero, se verifica la igual-

dad idéntica B (g) = A,

Aduzcamos ahora las afirmaciones, empleadas Irecuentemente
al demostrar las igualdades de las expresiones algebraicas.

12. Si en cierta regién M. pertenecienie al CVA de lres expresiones
algebraicas A, B y C. se verifican simultdneamente las igualdades idén-
ticas A = B y B = €, entonces, en la regién M se verifica también
la igualdad idéntica A = C (fransitividad de las igualdades).

13. Si en cierta regién M, perteneciente al CVA de cuatro expre-
siones algebraicas A, B, C y D, se verifican simulldneamenie las igual-
dades idénticas A = B y € = D, entonces en la regin M se verifica
también la igualdad idéntica 4 +~ C = B + D.

14. Si en cieria region M, pertenecienie al CVA de cuairo expre-
siones algebraicas A, B, C y D, se verifican simulidneamente lus
igualdades idénticas A = B y C == D, entonces en la region M se
verifica también la igualdud idéntica AC = BD.

El método por el que se demuestran las afirmaciones 10 . . . 14
es el mismo que se cmplea para demostrar las afirmaciones 1 ., . 9.
Demostremos, por ejemplo, la afirmacién 12.

Tomemos cierta coleccién numérica de la regién A7. Denotemos
los valores numéricos correspondientes de las expresiones 4, By C
con 4y, By v Cy, respectivamente. Del hecho de que en la regién M
se verifican las igualdades idénticas A = F y # = C se desprende
la validez de las igualdades idénticas 4y = B, ¥ /1y = Cp. En tal
caso, de acuerdo con la propiedad de transitividad de las igualdades
idénticas, se verifica también la igualdad numérica 4, = C,. De
este modo se ha mostrado que para la coleccion numérica dada de la
region 3 los valores numcricos correspondientes de Ias expresiones
A ¥ C son iguales. Por cuanto tal razonamienlo puede realizarse
para cualquier coleccion numérica de la region M, la valider de la
igualdad tdéntica 4 = € en la regién M queda demostrada.

Se ha aceptado el siguiente convenio: si no so indica explicita-
mente Ia regién M, en la cual se estudia la igualdad idéntica 4 == B,
ésta se analiza en el CVA de dos expresiones 4 y /. Por esta razén
las palabras «se sabe que A = B» significan que en el CVA de dos
oxpresiones A y B se verifica la igualdad idéntica 4 = 5. Las
palabras «demostrar que A = B» significan que primeramente es
necesario hallar el CVA de dos expresiones 4 y #, y luego demostrar
Ia igualdad idéntica 4 = B en el CVA dado.

En particular, teniendo en cuenta lo expuesto anteriormente,
las afirmaciones 1 ... 5, llamadas conmiinmente leyes de adicién
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““y raultiplicacion de las expresiones algebraicas, se pueden escribir
. _también del modo siguiente:

" 'Son vilidas las siguientes leyes de adicién y multiplicacion
* de lss expresiones algebraicas:

1. A 4+ B =B 4+ A (conmutatividad de la adieién};

.2 (4 -k B+ €= A + (B + C) (asociatividad de la adicién);

3. AB = BA (conmutatividad de la multiplicacién);

4 (AB) C = A (BC) (asociatividad de la multiplicacién});

5 (4 +B)C = AC - BC (distributividad de la adicion res-
pecto a la multiplicacién).

Antes de estudiar la aplicacién de estas afirmaciones para demos-
trav las igualdades, demos la definicion de paso equivalente de una
igualdad a otra.

Si en cierta regién M la validez de una igualdad idéntica prede-
termina la validez de la segunda, y de la validez de la segunda igual-
dad se deduce la de la primera, entonces se dice que estas dos igual-
dades idénticas son equivalentes en la regién M, y la sustitucion de
una de ellas por la otra se denomina paso equivalente en la region M
de la primera igualdad a la segunda.

En adelante omitiremos, para brevedad, la palabra «idéntican,
siempre que ello no lleve a una equivocacion.

El paso equivalente en la regién M de una igualdad a otra se de-
nota con una flecha doble, por encima de la cual se escribe la letra M,

os decir, la notacién 4 = B <> C = D significa que en la region M
las igualdades 4 =B y € = D son equivalentes.

Entonces, de la validez de las afirmaciones 13, 14 se desprende
la validez de los siguientes pasos equivalentes.

15. Sea M el CVA de tres expresiones algebraicas A, B y C, enton-

M
ces A =BeA+C=B-+C.

16. Supongamos que la region M pertenece al CVA de tres expre-
siones algebraicas A, B y C, y posee la propiedad siguiente: cualquiera
que sea la coleccin numérica perteneciente a la region M, el valor numé-
rico correspondiente de la expresién C no es igual a cero. Entonces,

M
4 =8B < AC = BC.

Demostremos, por ejemplo, la afirmacién 15. Por cuanto € = C,
de 1a afirmacion 13 se deduce que resulta legitimo el paso de la igual-
dad A = B a otra igualdad 4 + € = B 4+ €. Viceversa, dispo-
niendo de las igualdades A +C =8B +Cy (=C) = (—C) y ro-
curriendo a las afirmaciones 13 y 8, llegamos a que resuita legitimo
el paso de la igualdad (4 + C) = (B + C) a la igualdad 4 = B.
Por consiguiente, es valido el paso equivalente

M
A=B=A+C=B+C.

Las afirmaciones aducidas 1 ... 16 permiten demostrar "Ins
ignaldades entre expresiones algebraicas. Demostremos, por ejem-
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plo, que en el CVA de dos expresiones 4 y B se verifica la igualdad
A —B =4 + (—B).

En vietud de la afirmacién 15, esta igualdad es equivalente a la
igualdad
A—B+B =4+ (=8)+ 5.

De acuerdo con las afirmaciones 1, 2 y 10 se verifican las siguien-
tes igualdades:

Por consiguiente, 4 — B - B = A,

Anélogamente, haciendo uso de las afirmaciones 2, 8, tenemos
A+ (=B)+ B =4.

De este modo, queda demostrado que la igualdad 4 — B +
+ B = A L (—B) 4 B se verifica en el CVA de las expresiones
algebraicas A y B. Por congiguiente, en este CVA se verifica también
la igualdad 4 — B = 4 + (—B).

Desigualdades de las expresiones algebraicas. Pasemos ahora al
empleo del signo de desigualdad para las expresiones algebraicas.
El signo de desigualdad > (>, << 0<), al igual que el signo de ignal-
dad, se usa para las expresiones algebraicas s6lo con ciertas expli-
caciones respecto a como se debe entender una notacién de esta fn-
dole. Demos a conocer algunos de los casos en que dichos signos se
smplean con mayor frecuencia,

a) Supongamos que se sabe que en cieita regién I/, pertene-
clente al CVA de dos expresiones algebraicas 4 y 5B, para cualquier
coleccion numérica de N el correspondiente valor numérico de la
expresion A es mayor que el valor numérico correspondiente de la
expresion B. Entonces, esta afirmacion se sscribe del modo siguiente:
«Se sabe (0 por hipdtesis) que A > B en la regién M». Fn este caso se
dice t}am’bién que on la regién M se verifica la desigualdad idéntica
A > B

b) Supongamos que se nocesita demostrar 1a validez de la afir-
macién: «para cualquier eleccion numdérica de la regién 3, perte-
neciente al CVA de dos expresiones 4 y B el valor numérico corres-
pondiente de la expresién A es superior al valer numérico corres-
pondiente de la expresion /3. Entonces se escribe: «emuéstrese que
en la regién M A > B». En este caso se dice también que se necesita
demostrar, la velidez de la desigualdad idéntica A > K en la region M,

¢) Supongamos que se necesita hallar una regién ¥/, pertene-
ciente al CVA do dos expresiones algebraicas 4 y 7, tal que para
cualquier coleccién numérica de la region M el valor numérico co-
rrespondiente de la expresion A es mayor que el valor nuraérico co-
rrespondiente de la expresién B, y para cualquier coleccion numé-
rica del CVA, quo no forma parte de la region 3, el valor numérico
correspondiente de la expresion A es menor o igual que el valor numé-
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rico correspondiente de la expresion 4. Fn estos casos se dice: «/fe-
suélvase la desigualdad A > B»,

Al demostrar ignaldades idénticas hay gue emplear frecucnle-
mente las afirmaciones siguientes:

17. Si en cierta regién M, periencciente al CV.A de tres expresiones
algebraicas A, 3 y C, se verifican simulldreamente las desigualdades
idénticas A > B y B = C, entonces en la region M se verifica también
la desiguoidad idéntica A = € (propiedad de transitividad de una
desigualdad).

18. Si en clerta region M, pertemeciente al CVA de cuatro expro-
siones algebraicas A, It, C y D, se verifican simultdneamente las desi-
gualdades idénticas A > B y € > D, enionces en la regidn M se veri-
fica tambiin la desigualdad idéntica A -- C > B 4- D.

19. Si parae cualyuier coleccion numérica de cierta regién M,
perteneciente al CVA de cuatro expresiones algebraicas A, B, Cy D,
los valores muméricos correspondientes de estas expresiones A, B. C
y D son posilivos y si en esta region se verifican simulldneamente las
desigualdades idénticus A > B y C => D, enlonces serd vdlida también
la desiguaidad idéntica AC > BD.

Demos ahora la delinicién de paso equivalente de una desigual-
dad a olra.

Si en cierta region M de la validez de 'a primera desigualdad
idéntjca se desprende la validez de la segunda, y de la validez de la
segunda designaldad se deduce la validez de Ja primera, suele decicse
que estas dos designaldades idénticas son equlvalentes en la region M,
¥ la sustitucidn de una de ellas por la ofra se denomina paso egui-
valente de una desigualdad a la otra. En esle caso se emplea el signo
de paso equivalente <=.

La validez de las afirmaciones 17 . . . 19 predetermina la vali-
dez de los siguienles pasos equivalentes.

20. Sea M el CVA de tres expresiones algebraicas A, I3 y C, enton-

s
ces, 4 > Be=A+C =8+ C.
21. Supongamos que cierta region M perlenece al CVA de ires
expresiones algebraicas A, B y C y posee la siguienie propiedad: para
cualgquier coleceion numérica perteneciente a la region M el valor numé-

M
rico correspondiente de lu expresion C es positivo. Entonces, A > B <>

M
<« AC > BC.

Existe ¢l convenio siguiente: si no se indica explicitamente la
region M, en la que se analiza la desigualdad idéntica 4 > B, ésta
se estudia en et CVA de dos expresiones algebraicas A y 5. Por eso,
las palabras wea A4 > B» significan que en el GVA de dos expresio-
nes A v 5 se verilica la desigualdad idéntica A > B: las palabras
«demuéstrese que A > By signilican la necesidad de demostrar que en
el CVA de dos expresiones A y 73 se verifica la igualdad idéntica
A > 3 {en este caso se sobreentiende que dicho CVA debe ser deter-
minado obligatoriamente). Si se da la desigualdad 4 > B. euntonces
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el CVA de dos expresiones 4 ¥ 3 se denomina, a menudo, CVA de
la desigualdad 4 > 5.

Cabe sefialar que las alirmaciones 17 . .. 21 quedan en vigor
también en el caso de desigualdades no riguvosas. Por ejemplo, la
propiedad de transitividad de las igualdades puede enunciarse asi,

17a. Si en cierta regin M, perteneciente al CVA de Ires capresio-
nes algebruicas A, B y C, se verifican simulldneamente lns igunldades
idénticas A = B ¥ 3 > C, entonces en la region M se verifica lambién
la desigualdad A > C.

17h. Si en cierta regidn M, perienecienie al CVA de (res erpresio-
nes algebraicas A, B y C, se verifican simultineumenle lns desigualdades
idénticas A > B y B 2= C, enlonces en la regién ) se verifica también
la desigualdad A > C.

Si ambas desigualdades son no rigurosas, la desigualdad que pro-
viene de ellas tampoco sera rigurosa. Por ejemplo. en este caso la
afirmacion concerniente a la transitividad de las desigualdades se
enunclara ast.

17¢c. Sien cierta regién M, perteneciente al CV.A de ires expresiones
algebraicas A, B y (., se verifican simultdneamente lus igualdades
idénticas A = B y B > C, entonces en la regidn M se verifica también
la desigualded A = C.

En adelante, la palabra «idéntica» se omitird, como se hizo en el
caso de igualdades.

Examinemos ahora algunos métodos que se usan para demostrar
lag igualdades y desigualdadcs.

1. Anélisis de todos los casos posibles. Demostremos, empleando
dicho método, las propiedades de los valores absolulos de los nime-
ros reales del tipo de igualdades y desigualdades:

Lije+digla]l+10}

2.jal—lb|<la—=b;

dolab )= lallb|; (1)
a | |af .
4. -b——lTJ]—,SIba&O.

Comencemos, por ejemplo, con la propiedad 3. Examinemos
todos los casos posibles:

o) {{a, b) |a €[0; +Loo); b€ 4-o0)},
B) {(as B) [a €[0; +-00); & € (—o0; D},
1) {(a, 8) la € (—oco; O & €10; +00)},
8} {(ay ) | a € (—o0; O b€ (—oo; O}
y realicemos la demostracién en cada caso por separado.

En el caso &}, por definicidn del valor absoluto, fenemos fa] =
=ay|b] =25, porlocual | @b | = ab. Quicre decir, en el caso a)
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la igualdad |ab | = ]a || b | puede escribirse en la forma ab = ab,

después de lo cunal se hace obvia.
En el caso p) ab << 0, por lo cual seglin la definicién de valor absa-

luto, |a | =a, | b1 = —b, |ab| = —ab. Por lo tante, en este
caso la propiedad 3 puede escribirse en la forma —ab = a (—b),
o bien —ab = —ab, después de lo cual ella se hace evidente.

En los casos y) o 8) la propiedad 3 se demuestra andlogamente.
Del hecho de que la propiedad 3 es vélida en todo caso posible se
infiere su validez en la enunciacion en que estd escrito.

Demostremos ahora la propiedad 1. Veamos los siguientes 6 casos:

a0 b=0;
a=0; b<L0; a+b=0
viaz=0 b<<0O a+b<L0;
HekL0; b=20;, afb=20;
a0 820 a+b<0;
viae<0; b0,

En el caso @) tenemos |a + b|=a +b=|a]|+|b]| por
lo cual la propiedad 1 en este caso puede escribirse en la forma
e +b)=]al+|b], después de lo cual se hace evidente.

Enelcaso f)tonemos |a + b |=a+b=a—(—b)=|a|—
— | b |, por lo cual la propiedad 1 on este caso puede escribirse en
la forma |a| — |b << la| 4|8, después de lo cual la propie-
dad se hace ovidente.

En el caso y) tenemos fa + b= —(@ + b)) = (b)) —a =
= | b | — | @ |, por lo cual la propiedad 1 en este caso puede escri-
birse en la forma |&é | —|af<<la |+ | & |, después de lo cual
la propiedad se hace evidente.

En los casos 8), A) y v) las demostraciones de la propiedad 1 son
analogas a las anteriores. De la validez de la propiedad 1 se deduce
en todos log casos posibles su validez en la enunciacién en que esté
escrita. Las propiedades 2 y 4 de los valores ahsolutos (1) se demues-
tran andlogamente,

2. Utilizacién de las leyes que rigen las operaciones sobre las
expresiones algebraicas y de las propiedades {(1—21) que se-despren-
den de ellas. Demostremos, empleando este método, una igualdad
siguiente

(v + b) (@® - b)) = a® + a% + ab® + B (2)
Observemos quec la igualdad (2) se demuestra en el CVA de tres
expresiones (¢ - b), (a® + b%) y a® + a*h + ab® 4 b°, es decir, en
el conjunto {(a, b) | @ € ; b € R}, En razén de la ley de distribu-
tividad doe las operaciones con expresiones algebraicas podemos afir-
mar que se verifica la igualdad

(@ -+ b) (@® + %) = a (¢* + %) + b (a® + b%). 6)
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En virtud de la ley de conmutatividad de la multiplicacion se veri-
fican las igualdades

a (@® + %) = (@® + b q, (4)
b @+ bY) = (@® + 0% b, )
En virtud de la ley de distributividad se verifican las igualdades
(a® + 5% a = a’a + b, ()
(a® + %) b = a*b + b2 (M

En virtud de las leyes de conmutatividad y asocialividad de la mul-
tiplicacién tenernos

a*a = a% (8)
b*a = ab®, (D)
a*b = a®b, (10)
b%h = %, (11

Por cuanto las igualdades pueden sumarse (véase la propiedad 13
de las igualdades), al adicionar las igualdades (8) y (9} vy, luego, las
(10) y (11), constatamos que se verifican las igualdades

a’a + b%a = a® 4 ab?,
a*d + 5% = a® 4 b°.

Al adicionar estas igualdades y, luego, las (6) y (7), nos convencemos
de que se verifican las desigualdades

a*a + ba + a®b + 0% = a® -+ ab® + a?b + P, (12)

(a® -+ 0N a + (@* + %) b = a®a + b -+ a*b - Db, (13)

Sumando las igualdades (4) v (5), obtenemos la validez de las igual)
dades

a(a® + 8% + b (a* + 8% = (a® + b)) a -+ (a® + bY) b. (14)

Aplicando las propiedades de transitividad de las igualdades,
de la validez de las igualdades (3), (14), (13) y (12) se deduce la vali-
dez de las igualdades {2).

Ha de notarse que todos los razonamientos precedentes se escri-
ben en forma de la siguiente cadena de igualdades:

(@ + B) (a® + b?) =
=a(@+ ¥+ b+ =("F+)a+ (@ +0)b=
= a%e + b% -+ a*h + B = 4 + a®b 4 ab® 4 bR

De la validez de esta cadena de igualdades se deduce la validez
de la igualdad (2). En lo que sigue, empleando para la demostracion
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con este u otros métodos, escribiremos sdlo la cadena de ignaldades
evidentes.

3. Demostracién divecta, A menudo, al buscar la demostracién,
pasando de la desigualdad dada a la siguiente, se llega al final a una
desigualdad evidente. Si, en este caso, se realizan solo pasos equi-
valentes, es decir al realizarse un paso, se obtiene cada ves una
designaldad equivalente a la anterior, de este modo se obtiene, pues,
la demostracion de la desigualdad de partida. Demostremos, emple-

ando dicho método, la desigualdad siguiente: a;_—b > 1 ab en la

region M = {(a. B) | € (0, +0); b € (0;, +oo)}. Escribamos la
cadena de pacos cquivalenteg en la regién M:

- & o

g NE — M »
5 w=) ab <= a+b—2V ab>0 < (V'a)z—-

— 2V aV b+ (Vb0 b8 ( a—V B2 =0.

Por cuanto 1a validez de la dltima desigualdad es evidente, la equi-
valencia entre la primera y tltima desigualdades predetermina la
validez de la primera desigualdad.

La desigualdad demostrada se enuncia con frecuencia del modo
signiente; la media aritmética de dos niimeros positivos no es menor gue
su media proporcional.

4. Método por reduccion al absurdo. Este método ya se ha usado
en el capitulo I al demostrar el teorema sobre la infinidad de nime-
ros primos. Puede aplicarse también en la demostracion de las igual-
dades v de las desigualdades.

Domostremos, por ejemplo, empleando dicho método, que para

cualguier niimevo positivo @ se verifica la desigualdad a -{—3- = 2.
q D g ~ >

Supongamos Jo contrario, es decir, supongamos que existe al menos
un nimero positivo a tal que para ¢l se verifica la desigualdad a +

1 - e . <

+ — < 2. Por cuanto ¢ es un numero positivo, dicha desigualdad
serd equivalente, en virtud de la afirmacién 21, a la desigualdad
(a + _‘lz—)a, < 2a. os decir, a ladesigualdad a® 4+ 1 <C 2¢, la cual
conforme a la afivmacion 20, es equivalente a la desigualdad (a* -+
4+ 1) — 2a < %a — 2a, es decir, a la desigualdad a® — 2a + 1 < 0.
Reescribamos la dltima desigualdad en la forma (e — 1)* <<O.
Llegamos a una contradiceién con el hecho obvio de que el cuadrado
de cualquice niimero real es no negativo. La contradiccion obtenida
habla de que la suposicién admitida no es cierta. Por consiguiente,
la designaldad ¢ - —2=2 se cumple para cualguier a positivo.

5. Utilizacién de la propiedad de transitividad de las desigual-
dades. Supongamos que sc pide demostrar en la regién M la desi-
gualdad A << C. Si se conoce o se ha demostrado que en la region A
se verilican las designaldades 4 << B, B<CC. o las desigualdades
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A< B, B<<C. o bien las desigualdades 4 < &, I <. C, entonces,
de acuerdo con la propiedad de transitividad de las desigualdades,
gera valida también la designaldad de partida.

Demostremos, empleando este método, la siguicnie designaldad

1 £ . 1 S
F+TJ;'1-'3—2”+ g -I“F w2

en el conjunto M = {(n) | n € N},
Para n~=1 la desigvaldad es evidente, Examinenmos aliora cual-

guier nimero natural n2=2. Todo sumando de la suma. comenzando

por ¢} segundo, lo susliluimos por otro mayor: ';,1:?:":";1«_(:

<"kl.»‘riT1)’ donde 2<Ch<In. De este modo fenemos la designaldad
c1: ' 1 1 1
valida A, << B,, donde AT*=W+"§?+'§? + ... +T.\1"'2' y B.=
1 ; i
=1—2+%+ﬁ+ I & m+ﬂ Cabe notar que la designal-
dad A4, << B, es rvigurosa, cualquiera que sea n222.
La expresién algebraica 5, se puede simplificar si cada sumando,

& partir del segundo, se sustituye por la suma algebraica Hf;:{':

e A |
k—1 kT
Obtendremos
B (= 4) ()t (i) +
thamr—i-2—%-

Es facil observar que la desigualdad B, <C 2 se verilica para cual-
quier n natural. Por consiguiente, de acuerdo con la propiedad de
transitividad de las desigualdades, tenemos .4, <7 2, lo que se
trataba de demostrar,

Demostremos en conclusin lag propiedades de elevacién a poten-
cia natural de las expresiones algebraicas; esltas propiedades son de
amplio use al resolver ecuaciones y desigualdades (véase el cap. III).

Teorema 1. Supongamus que una region M pertenece al CVA
de dos expresiones algebraicas A y B, y posee la siguiente propiedad:
para. cualguier coleccion numérica de la region M los valores numé-
ricos correspondientes de las expresiones A y B son pesitives. Entonces,
en la regibn M para cualquier nifmero nalural n (n 2= 2):

a) las igualdades A = B y A™ = B™ son equivalentes;

b) las desigualdades 4 > B y A™ > B" son eguivalenies.

Demostracion. Denotemos con € la expresién algebraica A"* -+
+ A" B - ... L AB™2 4+ B™t Bn el § 6 se demostrara la

validez de la siguiente igualdad de las expresiones algehraicns:
A" — B = (4 — B} C. (15)
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Es obvio que para cualguier coleccion numérica de la region M el
valor numérico correspondiente de la expresién C es positivo.

Demostremos la afirmacion a). Supongamos que 4 = B en la
region M. Enlonces, en virtud de la afirmacién 15, en la regién M
se verifica la igualdad A — B = 0, y de aqui, segin la afirma-
cion 16, tendremos que en M se verifica la igualdad (4 — B) C = 0.
De acuerdo con la propiedad de transitividad de las ignaldades, de
la ditima igualdad y de la (15) se deduce que 4" — B" = 0, de
donde se desprende, conforme a la afirmacién 15, que en la regién M
es vilida la igualdad A™ = B™.

Hemos demostrado pues, que en la regién M la validez de la
igualdad A4 = B predetermina la validez de la igualdad A" = B™.

Sea dado ahora que A" = B™ en la regién M. Entonces, en la
region M se verifica, segin Ia afirmacién 15, la igualdad A™ —
— B* = (. De aqui y de la igualdad (15) en la regién M tenemos,
en virtud de la propiedad de transitividad de las igualdades,
(A — B) C = 0, de lo cual se deduce, segin la afirmacién 16, que
A — B == 0, y, por fin, segin la afirmacién 13, resulta que 4 = B,
Quiere decir, en la region M la validez de la igualdad A™ = B®
predetermina la validez de la igualdad A = B. La afirmacién
a) queda asi demostrada.

Demostremos ahora la afirmacién b}. Sea dado que en la region M
tenemos A >> B. Entonces, en virtud de la afirmacién 20, en M se
verifica también la desigualdad 4 — B >0, y de aqui, segiin la
afirmacion 21, obtenemos la validez de la desigualdad (4 — B) C >
> 0. Tomando en consideracion que la igualdad (15} se verifica,
llegamos a que A" — B™ > (0. Por fin, de acuerdo con la afirma-
cion 20, resulta que en M se verifica la desigualdad A™ > B™.

Asi pues, se ha demostrado que en la region M de la validez de
la desigualdad 4 > B, se desprende la validez de la desigualdad
A* 5%

Sea dado, ahora, que A™ >> B™ en la regién 37/. Entonces, de
acuerdo con la afirmacién 20, en la regién M se verifica la desi-
gualdad A® — B™ > 0. De aqui y de la ignaldad (15) resulta que
(4 — B) € > 0 en la region M. Al aplicar, ahora, la afirmacién 21,
encontramos que 4 — B > 0 en M. Por fin, conforme a la afirma-
cién 20 tenemos en M que A > B. Asi pues, en la regién M se pre-
determina la validez de la desigualdad A > B, puesto que es valida
la designaldad 4™ > B™. La afirmacién b} estd demostirada y queda
completamente demostrado el teorema.

§ 3. Polinomios

Una expresion racional en la que se prevén solamente dos opera-
ciones respecto de las letras que lo integran, & saber, multiplicacién
y elevacién a potencia natural, se llama monomio.

i ; b
Los ejemplos de monomios son: 3a, Qabc'«z%?-’—abc. ng :
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Una expresién racional se denominara polinomio, si es entera
respecto de toda letra que figura en dicha expresion,

Por ejemplo, la expresién racional V' 35 abe— 16:'1 +0,3dces un
polinomio, puesto que es entera respecto a lag letras a, b, ¢ y d.

En particular, una expresién racional que contiene una sola letra
¥y que es entera respecto de esta letra, se llama polinomio entero
respecto de una letra.

De la definicién de polinomio y de las reglas que rigen las opera-
ciones sobre expresiones algebraicas se desprende que Ia suma, la
diferencia y el producte de dos polinomios serdn polinomios.

Si en un polinomio entran n leiras, éste tiene sentido para cual-
quier coleccién numérica de r nimeros. Es por eso que, al analizar
un polinomio, no se habla, corrientemente, de su CVA. Por regla
general, los monomios se transforman idénticamente conforme a las
leyes de operaciones aducidas en el § 2, reuniendo juntos todos los
nimeros gue integran el monomio y escribiéndolos ante las lstras del
monomio, y también, reuniendo juntas las letras iguales que inte-
gran el monomio y escribiéndolas en forma de una potencia natural
de dicha letra. Realizada (al transformacién, un monomio se con-
sidera escrito en la forma esténdar, mieniras que el factor mumérico
que precede a las letras del monomio se denomina coe, iciente del
monomio dado.

Por ejemplo, el monomio Sabczcb-_g-ac se reduce a la forma

- 8 5
estdndar %B-azbzca, y ¢l namero 17— es su coeficiente.

Segin las reglas de operaciones sobre las expresiones algebraicas,
todo polinomio siempre puede transformarse en una forma en la que
el polinomio se componga de varios monomios escritos en la forma
estandar y unidos entre si mediante los signos de adicién y de sus-
traccion; por esta razén se dice habitualmente que un polinomio es la
suma algebraica de monomios.

Los términos semejantes de un polinomio son sus monomios eseri-
tos en forma estandar y que se diferencian en nada més qgue los
coeficientes. Reducir los términos semejantes de un polinomio signi-
fica sustituir la suma algebraica de los términos semcjantes por un
solo término idénticamente igual a dicha suma.

En virtud de las reglas de operaciones con las expresiones alge-
braicas, podemos concretar las leyes que rigen las operaciones sobre
los polinomios del modo siguiente.

Para adicionar dos polinomios, se deben escribir todos los tér-
minos seguidos del primer polinomio y, luego, todos los términos
del segundo polinomio, conservando para cada monomio el signo que
esta delante de su coeficiente, después de lo cual es necesario reducir
los términos semejantes.

Por ejemplo: (2¢d + 5a) + (z + 7a — 4cd) = 2ed - 52 + z -+
+ Ta — 4ed = 12a + 2 — 2cd.



Para sustraer de un polinomio otro polinomio, se deben escribir
todos los términos seguidos del primer polinomion, conservando
inalterable el signo de cada monomio que esti delante de su coefi-
ciente, a continuacién se escriben todos los términos del segundo
polinomio, cambiande por opuestos todos los signos que estin delante
de los coeficientes de los monomios del segundo polinomio, después
de lo cual es necesario reducir los términos semejantes.

Por ejemplo: (22 — ) — (—T2* + 8y® — Ha) = 2 — y* +
4 7a* — 8y? 4- B = 82® — 9y* + ba.

Para multiplicar un monomic por un polinomio, se debe multi-
plicar dicho monomioe por cada término del polinomio, eseribir los
términos seguidos del producte con aguellos signos que tenfan los
términos del polinomio, si delante del coeficiente del monomio
esté el signo mas, y con los signos opuestos, si el coeficiente del mono-
mio tiene el signo menos, a continuacion se debe escribir en la forma
estandar cada monomio del producto y reducir los términos semejantes.

Por ejemplo: (—4ab) (3¢b — 2 + 3a%h?) = —(4ab) (3ad) +
+ (4ab) -2 — (4ab) (3a®H?) = —12a%b* + 8ab — 12a%6°%; Oc (2ab +
+ 1 — 3b) = (5¢) (2ab) + (5¢)-1 — (5¢) (3b) = 10abe + 5c — 13bc.

Para multiplicar un polinomio por otre polinomio se debe multi-
plicar cada monomio (junto con el signo que esti delante de su
coeficiente) del primer polinomio por el segundo polinomio, escribir
todos los prodnctos seguidos, escribir en la forma estdndar cada mono-
mio obtenide y, luego, reducir los términos semejantes.

Por ejemplo: (ab — ed)-{ab -+ ¢d) = (ab) (ab) 4 (ab) (cd) —
— {cd) (ab) — (cd) (cd) = a®h® + abed — abed — ¢*d® = a*b* — c*d*.

Haciendo uso de las reglas de adicién y multiplicacién de poli-
nomios y de las propiedades que poseen las igualdades de expresiones
algebraicas, obtendremos igualdades idénticas, las cuales se deno-
minan a menudo férmulas de multiplicacién reducida.

Empecemos con la multiplicacién de polinomios iguales del tipo
(@ + b). Usando las leyes de las operaciones sobre expresiones alge-
braicas, podemos escribir la siguiente cadena de igualdades idénticas:

(@ + b = (@ + B (a - b) = (a) (@) + () (B} + () (a) + (B) (B) =

= a? 4 ab + ab + b* = a* 4+ 2ab - b 1)

La férmula ([) se enuncia del modo siguiente: el cuadrado de la

suma de dos wimeros es igual al cuadrado del primer niimere, mds

el producto duplicade del primer ndmero por el segundo, mds el cua-
drads del segundo mimero.

Ahora, haciendo uso de la férmula citada, se puede escribir la
siguiente cadena (e igualdades idénticas:

@+ b = (a+ b) (@4 D)= (e +b)(@® + 2ab + V) =
— (@) (a®) + (a) (2aD) + (0) (6%) + (B) (@®) + (b) (2ab) +
4 (b) (1Y) = a® + 2a®b + ab® + a®b + 2ab* + B =
= & + 3% + 3ab* + B @)
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La férmula (2) se enuncia del modo siguiente: el cubo de la suma
de dos mimeros es igual al cubo del primer mimero, mds el producto
triplicado del cuadrado del primer niimero por el segundo, mds el pro-
ducto triplicado del primer ndmero por el cuadrado del segundo y mds
el cubo del segunde mimero.

Escribamos una cadena mis de igualdades idénlicas:

@+ b ={a+b)(a+ b= (a+ b) (a® + 3a*h |- 3ab® 4 b)) =
= {(a) (&) + (a) (3a%0) + (a) (3ab?) + (@) (B*) + (b) (c®) +
+ (b) (3a®b) + (b) (3ab®) + (B) (B%) = a* + 3a®h + 3a%H® -
+ ab® + &*b + 30D + 3ab® + B = o' + 4ah +
+ 6a*b* + 4ab® 4 b

Las férmulas aducidas permilen observar ecierta regularidad con
ayuda de la cual podemos escribir la férmula para (e + )", donde r
es un namero natural cualquiera. A saber, es ficil ver que habri en
total (2 4 1) términos: el primer término es el primer ndmeco a la
potencia 7; on cada término subsiguiente la potencia del primer
numero serd en una nnidad menor que su potencia en el término
antecedente, y on el wltimo término la potencia del primer ndmero
es nula: el segundo nifimero tiene en el primer término la potencia
nula, en el segundo término, la primera potencia, en cada término sub-
siguiente la potencia del segundo mimero serd en una unidad mayor
que su potencia en el Lérmino antecedente, y en el fillimo término el
segundo nimero figura a ta polencia n.

El coeficiente de cada término puede hallarse con ayuda el
¢lriangulo de Pascaly:

0 1

J 1 1

2 I 2 1

3 o3 3 1

4 1 4 6 4 |1

5 1 5 w0 10 5 1
6 1 6 15 20 15 6 1

[7 21 35 35 21 7 1
8 I % 28 56 70 56 28 8§ 1
9 1 9 36 84126126 % 3% 9 1

. . . . - . - . L] v

e |

Es simple la regla conforme a la cual se forman las lineas del
¢triangulo de Pascal». Cada linea puede obtenerse de la linea supe-
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rior anterior del modo siguiente. En el intervalo entre cualesquiera
nimeros vecinos de la linea superior (pero m4s abajo) se escribe la su-
ma de éstos, y en los extremos se ponen las unidades. El n@imero de
la linea ensefia a qué potencia se eleva el binomio (a + ), mientras
que los niimeros de dicha Iinea son los coeficientes de los términos
correspondientes escritos en el orden estudiado més arriba.

Por supuesto, si se necesita escribir la férmula para (@ + 5)%,
donde r es un numero grande (100, por ejemplo), estd claro que el
caleulo de los coeficientes del segundo miembro con ayuda del trign-
gulo de Pascal ser4 engorroso, razén por la cual resulta deseable
conocer olra férmula para ealcular (a - &)". Tal férmula existe
y Heva el nombre de birnemio de Newton, teniendo por expresién

(@ + b)* = Cla” + Cha™ b - ... L Cha"hph L . .
eue S+ CREY, (3)

donde €2 _—..—};-m’:-!:m , =1, k!=1.2.3.....% para cualquier k€
Bl B 84 sy N

La demostracién de la igualdad (3) se realizard en el § 6.

Apliquemos la férmula del binomio de Newton para calcular,
por ejemplo, (a + b)%:
(@ -+ b)t = C%° -+ Clath - C%%® + C2a®® + Clab* + C%.
Calculemos los coeficientes Cy', donde m € {0, 1, 2}, Para el cdlcu-
lo de los coeficientes restantes hagamos uso de la igualdad

- nl - nl
CI——m)T(n—m)! T ml{n—

" T+ bara 0<m<n,
demostrada en el cap. I.

De este modo,
51
C::C:::i, C::C::W

5!

--2-'1-3-1:-":10.

=0, Ci=0i=
Por consiguiente
(@ + b = a® + 5a*b + 10a%8® + 10a*8® + Sabt + bo.

De la férmula para el binomio de Newton se deduce ficilmente
la férmula para (@ — b)". Denotemos & = —b y apliquemos Ia fér-
mula del binomio de Newton:

fa—0" = (@4 d)" =Cla"+ Caa"-d + ...
.+ Cha*-*d* 4 |, . 4+ Cod".
Sustituyendo (—b) en lugar de d, obtenemos
(@ — b = Cha— Cra"-'b + ... 4 (—1)*Cha"-hbk
oo + (—1)" C2D™
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Los casos particulares de esta formula para n = 2 y n = 3 son:
(@ — b)? = a*® — 2ab | b3,
{a — B)® = a® — 3a®b 4 3ab® — I°.

La formula para el binomio de Newton (z 4 )" ¥ la que se
deduce de ella, (2 — b)*, son férmulas de multiplicacion reducida,
en las cuales el producto de polinomios iguales (binomios) se toma
n veces.

Demostremos ahora algunas férmulas en las cuales se toma el
producto de diferentes polinomios. Es evidente la siguiente cadena
de igualdades idénticas:

l@=2%)(a+b) = (a) (@ + (a) (B) — (B) (&) — (B) (b)) =
= a4+ gb — ab = b? = a* — B°.

Esta formula se recuerda, habitualmente, en uma escritura, donde se
cambian de lugar los miembros segundo y primero: o* — b* =
= (e —Db){a + b). He aqui su enunciacién verhal: la diferencia
enire los cuadrados de dos numeros es igual ol producto de la diferencia
de estos nidmeros por la suma de los mismos.

Deduzcamos la férmula para la diferencia eatro los cubos de dos
nimeros (a® — &%). Por cuanto

(@ — b) (@® + ab + b°) = (a) (@) + (a) (ab) + (o) (°) —
— (B) (a®) — () (ad) — (b) (¥*) = a® + @%b + ab’

— 2% — ab® — B = ¢® — B,
entonces
2 — B = (g — b) (&® + ab + b%),

Aduzcames la enunciacion verbal de esta formula: la diferencia enire
los cubos de dos numeros es igual al producto de la diferencia de estos
numeros por el cuadrado incompleto de la suma de estos niimeros.

Las formulas mencionadas permiten ver una regularidad con ayuda
de la cual resulta facil escribir la férmula a® — b™ para cualquier
niimero natural n. Esta formula tiene por expresién

@ — b = (@ — b) @ + @™ + ... + a2 4 ™),

La demostracién de esta formula se dard en el § 6 por el método de
induccién matematica.
Por fin, deduzcamos la siguiente formula:

a® 4+ B = (2 + b) (a* — ab + b%).
(@+ 8) (@® —ab+ %) =

= (a) (a*) — (a) (ab) + (@) (&%) + (&) (@®) — (b} (b} + (b)) (¥?) =
= a® — a% - ab® + a¥b — ab? + B® = ¥ | b5,

En efecto,
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La enunciacién verbal de esta férmula es la siguiente: la suma de
los cubos de dos mimeros es igual al producto de la suma de los mismos
por el cuadrado imperfecto de la diferencia entre ellos.

Demos a conocer algunas formulas que han de recordarse:

(@ + b)? = a® | 2ab + b,
(@ + b)* = a® -+ 3a®b + 3ab® + B3,
(@ — b)® = a* — 2ab 4 B2,
{a — b = a® — 3a®b + 3ab®* — B3,
a* — b = (e — b) (@ + b)),
@ — b = (o — b) (&® + ab + B2,
a® + B = (a + b) (a® — ab -+ b?).

Las f6rmulas, demostradas en este parrafo, son validas para cua-
lesquiera valores numéricos de la letras @ y b. A veces dichas for-
mulas se emplean en los casos en que con las letras @ y & se han desig-
nado ciertas expresiones algebraicas, mas en estos casos las férmulas
serdn véalidas ya en el CVA de dos expresiones algebraicas a y b.

En una serie de problemas, al operar con polinomios, resulta mas
cémodo examinarlos no cn la forma estandar, sino en forma de un
producto.

La transformacién idéntica de un polinomio en la forma de un
producto de polinomios se llama descomposicidn del polinomiv en
jactores. Hablando en general, todas las férmulas de multiplicacién
reducida son precisamente férmulas que rigen la descomposicién
del polinomio en factores.

Ademis de la aplicacidn de las férmulas de multiplicacén redu-
cida existen también otros procedimientos para descomponer los
polinomios en factores, por ejemplo, la agrupacién o procedimiento
consistente en sacar el factor comin del paréntesis. Para descomponer
un polinomio en factores son utiles todos los procedimientos.

Analicemos un ejemple de descomposicion de un polinemio en
factores. Agrupando, sacando el factor comun del paréntesis y em-
pleando la f6rmula de multiplicacién reducida, obtenemos una cadena
de igualdades idénticas:

a%c - 2abe - b 4+ (a + b)*d = ¢ (&® + 2ab + V) +d (e + D)=
=cla4 P +da+t b)?=(a+ b c+4d.

§ 4. Fracciones algebraicas

Se llama freccién algebraice una expresién racional fracciomal
que es el cociente de la divisién de un polinomio por otro.

La fraccién algebraica que representa el cociente de la division
del polinomio 4 por otro polinomio B se eseribe, corrientemente,
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A & ; . ;
en Ja forma g, con la particularidad de que el polinomio A se deno-

mina numerador de la iraccidn algebraica, v el polinmmio B, deno-
minador de la misma.
Los ejemplos de fracciones algebraicas son:

3e+b . ab—b _ a®Lp*  xy-|by
a*4-1 * doa ? a-—b ? Tx48y "

. . - . A .

El CVA de una fraccion algebraica :Ti’ en la que figuran » letras,
es un conjunto de todas las colecciones numéricas correspondientes

= i x A o

a la coleccidn literal de la fraccidn 3+ & excepeidn de aquellas, para
cada una de los cuales el valor numérico correspondiente del poli-
nomio B es igual a cero.
as-. h2

es el con-
57 el co

Por ejemplo, ¢l CVA de la fraccién algebraica

junto {{a, b) |la € H; be R, ab}.
Demostremos algunas afirmaciones sobre la igualdad de las
fracciones algebraicas.

; ¥ ” ; A
1. Si se designa lo fraccién algebraica g con una sela letra C,

en el CVA de dicha fraceion son eyuivalentes las 1gualdades idénticas
=5y A=CB
La validez de esta propiedad se desprende de la de la afirmacién 14
del § 2.
A

2. Las igualdades 3= ,% ¥ AD = BC son equivalentes en el CVA4

de la primera de ellas.
Esta propiedad se enuncia a menudo del modo signiente: dos

fracciones % y % son idénticamente iguales en el CV.A. i, y sdlo si,
en dicho CVA se verifica la igualdad AD = BC.

_— i . o A
Demostracion. Sea la regidn M el CVA de dov fracciones T

C nl . 4
¥ 5 - Examinemos cl caso en que A=0 en M. Entonces, ?=0‘

v de la igualdad %:-g— se dednee que lambién %:G en M.

Por eso, € = 0 en M. y esto significa que 4D = BC en M.
Al contrario, sea AD = BC y A = O en M. Por cuanto D 52

" A ¢

¥y B0 en M, entonces C = 0 en M. Por consiguiente, 7= 5
Examinemos ahora el caso en que no existe ninguna coleccién

de la regién M. para la cual el polinomio 4 no se reduce a cero, es

: . A ' .
deeir, el caso en que A == 0 en M. Sea B = p entonces de aqui se

desprende que C =0 en M. Designemos con « la fracecién %,
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y con B, % Segin la propiedad 1 de las fracciones algebraicas,

A = aB y € = pBD. De acuerdo con la afirmacién 14 del § 2, tenemes
ABD = Cub. (1)

Por cuanto o = f} %= 0 en M, resulta que, conforme a la afirmacién 14
del § 2, de (1) se deriva que 4D = CB8,
Al contrario, sea AD = BC, entonces, por cuanto 4 5= 0, D £ 0

y B=0 en M, teadremos € =0 en M. Por lo tanto, & = % y

B = % no son iguales a cero en M. Multipliquemos la igualdad
dada AD = BC por affi. Obtendremos una igualdad equivalente

apAD = apBC. @)
Pero B = 4, pD = C, y la igualdad (2} adquiere la forma
adC = BAC. 3)

Haciendo uso de la afirmacién 14 del § 2, llegamos a que o = f,
Io que se trataba de demostrar.

De este modo queda demostrada la propiedad 2 de las fracciones
algebraicas.

3. En el CVA de la fraccidn algebraica % severifican lasigual-

T TR A —A A —A4
dades idénticas TR TR

Cada una de estas igualdades se hace evidente, si hacemos uso
de la propiedad 2 que acabamos de demostrar.

4. Para cualquier polinomio K, que no se reduce a cero en el CVA
de la fraccidn algebraica %, se verifica la igualdad idéntica % = g—g-.
Por cuanto en el CVA de la fraccion % esta igualdad es equiva-

lente, conforme a la propiedad 2, a la igualdad 4 (BK) = B (4K),
la cual es obvia, enfonces serd evidente también la validez de la
propiedad 4.

5. En el CVA de la fraccién algebraica % se verifica la igual-
dad idéntice 5= A5
En efecto. de acuerdo con la afirmacién 9 del § 2 tenemos

4=4(s4)

Tomando en consideracién la asociatividad de la multiplicacion de
expresiones algebraicas, tenemos

(0)=(50) +
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Aplicando] la afirmacién 11 del § 2. llegamos a que

—g—nzl-%.
8. En el CVA de la fraccién algebraica % Wooverifiea la
tgualdad idéntica —113—=—1~- % .
n efecto, en el CVA de la Erauclén 7 s evidente la validez

de la cadena de igualdades idénticas

=t (35 (4-4) = (-48) (- 4) =4

7. En el CVA de dos fracciones algebraicas 7! v il se veri-
fica la igualdad idéntica %:%
A

Efectivamente, al aplicar primeramente la propiedad 5 de las
fracciones y, Iuego, las propiedades de las operaciones sobre expre-
siones algebraicas y, por fin, las propiedades 6 y 5 de las fracciones,
tenemos una cadena de igualdades idénticas

A 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-—B—=‘4'?mﬂ'—}-?—-(7-z):(f1-7)(T.I):B— E
A \ 4 A A

Recordemos el signiente convento: si ne se indica explicitamente
la regién M, en la que so estudia cierta igualdad idéntica, entonces
£sta se examina en e] CVA de dos expresiones que [iguran en los miem-
bros primero y segundo de la igualdad. Por ello, en adelante no se
indicard explicitamento la region e la cual se verificard una igualdad
idéntica, tomando en consideracién que ésla es vilida en el CVA
de dos expresiones que figuran en los miembros primero y segundo
de la igualdad.

Haciendo uso de las propiedades de adicién v multiplicacibn
de las expresiones algehraicas y de las propicdades de fracciones
algebraicas, resulta fdcil mosirar que se verifican las siguientes
ignaldades idénticas:

A cf e ADBC A € AC

H B By Bn

Efectivamente, aprovechando la propiedad de las fracciones alge-
braicas, obtenemos

AL R 1 4 1
B +" VT e =AD: B +(5. B *

Al aplicar ahora las propiedades de adicién y multiplicacién de las
expresiones algebraicas v. luego. otra vez, las de las Tracciones
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algebraicas, tenemos:

4 - 4____AD+CB
1D‘W—+—CB-§1}——-(AD+CB) B =" 8D °

lo gque se trataba de demostrar.
De modo andloge se demuestra la segunda igualdad:
AC

B (1) (04 ) ey =S

De la misma manera se demuesiran también las igualdades:

1 ¢ _AD—BC A _C __ 4D
e TR e T T T e T o T

A menudo se requiere reducir a un denominador comin las fracciones
algebraicas, es decir. escribirlas de un modo tal, que todas estas
fracciones tengan wn mismo denominador. Para esto existe el proce-
dimiento signiente: es menesier descomponer cada denominador en
factores y, a conlinuacién, multiplicar el numerador y el denomi-
nador de cada fraccién por el producto de aguellos factores de los
denominadores de las fracciones restantes que no figuran en el deno-
minador dade. fo que no los hard variar, segin la propiedad de las
fracciones.

Ejemplo. Redizcanse a un denominador comin las siguientes
fracciones algebraicas:

o & - d
@b —B3 7 gie—Bt ' abf-ab-FhB¥ "

Descomponiendo los denominadores en factores, escribamos las
fracciones en la forma:

@ . ¢ ’ d
(a—b) (e*ab+b%) °  te—bliat+b) *  atfabt bt

Ahora, al multiplicar el numerador y el denominador de la primera
fraccion por (a -+ b), el de la segunda por (a* 4 ab -+ b*) y el de la
tercera, por {@ — b) (@ -+ b), ohtenemos

e {a4b) . ¢ la*+f-ab+4-p%) :
(6—&1 {(a+b) (a*tab-+8%) *  (a—b) (a-}-b) (a8 Fab+-d%)

d(a—b){a+b)
(a—b) (a~i-b) (a2--ab~-b%) *

Dichas Iracciones tienen denominadores iguales. es decir, las
fracciones originales se han reducido a un denominader comin.

Tn una serie de casos se necesita representar una fraccién en
forma de una suma de fracciones con denominadores més simples.
Esto puede realizarse s6lo en el caso cuando el polinomio en el deno-
minador de la fraccién se descompone en un producto de polinomios
de grado menor. Mostremos con un ejemple c¢é6mo se hace esto.
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Supongamos gue es necesario descomponer la fraceion algehraica

v

en fracciones simples. Por cuanta ¢l polinomio s5—1 se

0]

zt—1
descompone en ¢l producto de polinomios fe— 11 v (r =11 la
farea es realizable. Con este fin se deben encontrar las feaceinnes

3 E B 5 ; Bt

algebrajcas ok R tales, que se venrfique 1o ignaldad idén-
= i

1 A B ; Al
ic = i . Examinemos la suma —— | ——
e i i Exam 0 BUIE oo S
De acuerdo con [as reglas recién enunciadas, lenenso-

A | B A +Blz—1) _ (1RBir v d—B

B (T T r—1itz—1j T otr— e 1)

Por cuanto esta [raccién debe ser idénticamente ignal a la fraceion
(indiguemos (ue estos razonamientos se realizan para z

=1
cualguiera. salvo & = | y » = —1}, enlonces. segin la propiedad 2,
las dos {fracciones citadas son iguales solo en el caso en que
A+ Bya—1(d—-B)G—~1i+1)={—N1-+1). Como
esta igualilad ha de verificarse para cualquiera x, a excepcidn de
x =1 y & = —I1. entonces, suponiendo, por ejemplo, z = 0, y,
Iuego, x = 2, llogamos a que esto se satisface sélo cuando 4 — B == {
vad 4+ B = 1 simultineamente. Mientrastanto lasultimas dos ignal-

i ! i i 1

dades se verifican simultaneamente solo en el caso en que 4 = —
1 ; 3 z s

y B = — &, Quiere decir, la fraccién dada e ha descompueslo en

fracciones simples, a saber. es vilida la siguicnte igualdad idéntica:

1 ik
i _ 2 o 2
r2—1 7T y—1 " x—-1"°

Fsle método de descomposicion de una fraccién en la suina de frae-
ciones mds simples lleva el nombre de método de coeficientes indeter-
minados. Efectivamente, suponiendo desconocidos al principio los
numeros 4 y &7, oblenemos en el CVA la ignaldad de ios polinomios,
uno de los cuales tiene coeficientes conocidos. y el otro, desconocidos,
expresados a través de 4 y B. Esto nos presta la oporiunidad de
escribir igualdades algebraicas respecto de los coeficientes descono-
cidos (en el caso dado, 4 — B =1, 34 -~ B = 1i. Hallando los
valores numéricos de los coeficientes desconocidos que reducen las
igualdades algebraicas dadas en eciertas igualdades numéricas. resol-
vemos, de este modo, el problema planteado sobre la representacion
de una fraccién en forma de la suma de fracciones mas simples.
Desigualdades de las fracciones algebraicas. Denjostremos dos
afirmaciones gue son de amplio uso al analizar fracciones algebraicas.

8. En el CVA de la fraccion algebraica -7:,- son equivalentes las

stguientes desigualdades: -’}T =0, y AB>=0.

6> 83



Demoslrensos que de la validez de 1o primera desigonaldad se des-
prende la validez de la segunda.
Demostracion, I)usigncmns con la letra € la fraccién algebraica

A "
5 s decit, ¢ = o el CVA de la fraceidn algebraica dada la

R
expresion il[g[}{!rhllq_-d 7 es positiva, pues cualguier valor numérico
de la expresion algebraica € es won ndmero positivo. De acuerdo
con Ta propedad t de las igualdades entre cxpresiones algebraicas,
tenemos: en ¢l CV.A de la fraceién dada 4 = CB. Por congiguiente,
la expresién slpebraica 48 es igual a €B% : AB = CRB® Por defi-
s x ot T L :

nicién, en ¢l CVA de la [raccion 7 la expresibén algebraica & no se
reduce a coro. s decir. la expresién algebraica B% es posiliva en el
CVA de la [raccion e El producto de las expresiones algebraicas
positivas € y B2 sera también positivo. 1}e modo anédlego se demuestra

; i ; A : ;
que en ol CVA de la fraccién algebraica & e la validez de la desi-

gualdad A8 > 0 sigue la validez de a desigualdad —g,—> 0.
9 FEn el VA de las fraccwnes algehraicas —B‘— i % sor egui-

valentes las desigualdades: % ‘}% y AD:B = CB2D,

Demostracién. Valiéndonos de la afirmacién 20, obtendremos
- e B W 6
las desigualdades equivalentes: =l § g = 0.

Aunteriormeniv ha sido demosirada la igualdad

A € AD—BC
FOTET 8

la cual permle realizar un paso equivalente més:

4. C . AD—BC

B~ D > 0

De acnerdo con la afirmacién 8, la ﬁltima dcsigualdad es equiva-
lente en el CVA de las fracciones algebra1ca=;~» y D a la desigualdad

(4D — B(‘) B = 0. que es equivalente a la designaldad AD?*B >
= CBD. La afirmacion 9 queda completamente demostrada.

Las afirmaciones 8 y 9 se emplean Lambién para demostrar otras
desigualdades,
a+b a—b
b = a--b
¥ @ > b son equivalenles para cualesquiera nameros positivos @ v b
gque no son igunales une al olro.

En efecto. de acnerdo ¢on la afirmacidon 9, son equivalentos las

Por ejemplo, demostremos que las desigualdades
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siguientes desigualdades:

a-+b a—b
>

—_ al— 62 [§ 1 2 ja— Py s
— =7 ¥ (@ 2y [(a+ b2 —ia— b o 0,

Por cuanto (a -i- b)* — ia — b)* = 4ab, la 1ltima desigualdad es
equivalente a la desigunldad {¢ — &) (@ + &) 4ab >~ 0, la cual, es
equivalente, en virtud de que son positives 2 y b. a la designaldad

i it h a—b s g Y
a>b. Por consiguiente, O e b para cuales
quiera @& y b positivos no 1gnales.

§ 5. Polinomies enteros respecto
de una letra

Un polinomio, entero respeclo de una letra &, Licne monomios de
diferentes grados, pues en el caso contrario se pueden reducir los
términos semejantes. Los ionomios de diferenles grados pueden
ordenarse con relacién al erecimiente o decrecimienio de las polen-
cias de la letra 2. Por regla general, un polinomio entero respecto
de una lelra se eseribe en el orden de decrecimiento de las patencias.

Un polinomic eserito en la forma agae” - apa" ' 4 a2™* L | .,
v F @Gy + @, se denomina  pelinomio ordenado. Sioa, == 0,
suele decirse que dicho polinomio es de grado n.

Al desconocer. si es nulo o no el coeficiente de ag, se dice que et
polinomio es de grado no superior a rn.

De esta definicion se desprende, en particular, gue los polinomios
de grado nulo son niimeros distintos de coro. El ndimero cero también
se considera un polinomio, con la particularidad de que es el Gnico
polinomio cuyo grado no estd determinado. Para la designacion
abreviada e los polinomios se usan, de ardinario, las siguientes
nolacioney:

Pix), Qix), Tz}, Rixy, plh gl rix,

¥, si hace falta subrayar que P {x) es un polinomio de yrailo u, se
escribe P, ().

Para encontrar la suma de los polinomios P, (+) v Q. (z) se
deben escribir todos los términos seguidos de estos dos polinomios
v luego realizar la reduccion de los términos semejantes,

Para encontrar el producto de los polinomios £, (x) ¥ O (2)
es necesario mulliplicar cada monomio del polironun 2, 1z) por
cada monomio del polinomio @,, (&), sumar los proidiiclos obtenidos
v reducir les términos semcjantes.

Teorema 1. Dos polinomios. enteros respeclo de v, son idéntica-
menle iguales, si, y solo si, son iguales sus grados y lus coelicientes
que lienen las poiencias iguales de x.

En esta obra se omile la demostracion de csie (eorema.

En el pardgralo presente. para denolar la igualdad Lléntica entre
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dos polinomios 2 (&) y Q () se empleard la notacion P (z) = Q (z},
es decir, el signo «=» que liga dos polinomios so entenderd en el
sentlido de igualdad idéntica de estos polinomios. En particular. Ia
notacion P (xy- O significard que ¢l polinomio P (z) es idénlica-
mente igual a coro, es decir, es el mimero cero.

El teorema t puede ser aplicado para descomponer un polinomio
en factores, Hagamos uso del método de coeficientes indeterminados.
La esenciz de la aplicacién de este método consiste en lo siguiente.

Sea dade 1 polinomio £, () de grado n v se necesita Tepre-
sentarlo en forma de un producto de polinomios de grados ke y (n — k),
donde & <7 p. Entonces se escriben dos polinomios £y, (7} ¥y Po—y (),
el primero de grado k y el segundo, de grado (n — k). con los coefi-
cientes designades con ciertas letras, digamos, o, %, . . ., %
para el priner polinomio, y Bo. By . -+ Pu—s. en el segundo. Al
multiplicar los polinowios £y, (x) ¥ £.-; (2), oblenemos el polinomio
T, (x) de mado n cuyos coeficientes dependen de o; (G = 0, 1, ...
e K Y B =0, 1. ..., »n— k). Partiendo de la condicién
de que los poltnemios P, (x) v 7', (z} son idénticamente iguales,
obtenemos n — 1 igualdades, en las cnales participan n + 2 coefi-
cientes o, ¥y 3, que han de ser determinados, Suponiendo, por ejem-
plo. que z, 1, llegamos a n + 1§ igualdades. de las cuales se deben
haltar 7t - | coelicientes o (0= 1, 2, .. L&}V B, G =0.1, ...
... n — kv Al deferminarlos, hatlaremos también los pelinomios
Py (@) ¥ Pos 1)

Eiemplo. Descompéngase el polinomio a® 4+ 32 + 4 en faciores,
entre log cuales uio sea un polinomio de primer grado y el segundo,
un polinomio de segundo grado. Buscaremos los polinomios (x + )
v (Box* - @ -~ Po) tales que se vevifique Ja igualdad idéntica
iz + a) (Por® = Bt — B) =2 - 3x 4 4 Al aplicar el teo-
rema 1. obtenemos 4 igualdades: By — L, Boz, - By = 0. By 4
+ By = 3. P, = 4. A eslas jgualdades les satisfacen fig = 1.
=1, B; = —1, B, = 4. Quiere decir. el polinomio 2* + 3x + 4
eg descompone en los factores (z = 1) y {(#¥ — & 4 4}, es decir,

BB +bh=(r+ 1} (" -z + 4}

Observemos que no todo polinomie puede descomponerse en fac-
tores. Por ejemplo, el polinomio 2* -- & — 1 no puede ser descom-
puesto en un producto de dos polinomios de primer grado.

Teorema 2. Si el producto de dos polinomios es idénticamente
igual a cero, per lo menos une de dichos polinomios serd idénticamente
igual a cero.

Se onute la demostracién de esla afirmacion.

Sustraer de un polinomio P (r) otro polinemio 7' (x) significa
hallar un polinomio Q (x) tal que £ (x) == ¥ @) -+ Q (z).

No es dific:l comprobar que para cualesquiera dos polinomios
P (zy v T () semejante polinomio @ (x) existe y es Gnico. Se llama
diferencia de Inx polinomios P (2) y T (z) v se designa Q (2) = P (2} —
— T (2.

Bl



Dividir exactamente el polinomio P (x) por ¢l polhimomio T (x),
distinto de cero, significa hallar un polinomio Q (x) tal. que se veri-
fique P (z) = T (2} Q (2).

Si tal polinomio Q (z) existe, se dice que el polinomio T {x) es
el divisor del polinomio P (), ¥ el polinomio Q (r) se llama cociente
de la divisién del polinomio P (z} por el T (z). Fl polinomio P (z)
no siempre se divide exaclamente por el polinomio T {z). Por ejem-
plo, el polinomio x* + 1 no es divisible por el pohinomio « 4- 1
exactamente. Quiere decir, en el conjunto de polinoinios la divisién
exacta no siempre es realizable Sin embargo. como se demostrar
& continuacion, en el coujunto de polinomios es siempre realizable
la divisién entera (inexacta).

Divisién entera (inexacta). Dividir enteramente {con resto) un
polinomie P (z) por otro polisomio 7 {z), distinto :le cero, significa
hallar dos poliromios ¢ (x) v r () tales que se verifique

P)=T (g @ +r ) (1)

con la particularidad de que o bien el grado del polinomio r (z)
es estrictamente menor que ¢l grado del polinemio 7 (z), o bien
r (z) es cero.

Cuando se verifica la igualdad (1). se dice que el polinomio
P () se divide por el polinomio 7 (x) con resto r (x) y cociente

g ()i i r (£) = U. es decir, si el resto es el nimere cero, se dice que
el polinomio P (z) se divide por el polinomio 7 {z} con resto nulo,
o ¢l polinomio P {r} se divide exactamente por el polinomio T (z).

Ejemplo. Sca (P x) = #7 — a® + 225 + 2% T {(z) = 2* — 2 + 2.
En este caso se ve con facilidad que P (z) = 7 {x) (0% = 1) a0 — 2,
es decir, ol polinomio P () se divide por el 7 (z} con resto r () =
= z— 2 y cociente x% + 1. [ndiquemos que de la ignaldad P (z) =
= T (x) «® ~ 2* no se deduce que ¢l polinomio 7 (1) se divide por
T (z) con resto z*, pues estd perturbada la condicién de que la poten-
cia del resto r {2) ha de scr estrictamente inferior al grado del poli-
nomio T (z).

Teorema 3. Para cualesquiern dos polinomios I (x) y 1' (), donde
T (x) 54 0, existe un par de polinomios g {(z) y r () tales. que P (x) =
= T (z} ¢ (&} -~ r (x), con la particularidad de que o hien el grado del
polinomio r (x) es estriciamente injerior al grado del polinomio T (z),
0 bien r (z) es el miimero cero. _

Demostracion. Supongamos que P (z) = U v T () es un polino-
mio curalquiera distinto de cero; entonces los polinomios g (x) = 0
y r {x) = 0 satisfacen las condiciones del teorema.

Sea P (z) ==} y supongamos quo el polinomio T () cs de grado
superior al del polinomio P (z}, entonces los polinomios g (2) = 0
y r{z) = P (z) satisfacen las condiciones del teorema. _

Por fin, sea P (r) == 0 y =upongamos que el polinomio T (z)
es de grado inferior o igual al del polinomio P (¢). Si T (z) = ¢,
donde ¢ es una coustante distinta de cero, entonces los polinomios
g &} = £ (x)/c ¥ r (x} = 0 satisfacen las condiciones del teorema.
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Queda anatizar el caso en que el polinomio P (x) es de grado n,
siendo n > 1, y el polinomio I' (z) es de grado m, siendo 0 << m < n.
Sea Pa)=P, (), T() =T, (), donde 0 <<, n_3=1,
es decir,

P, (x) = a" + a2t ... -+ gz + ap,

T (r) = box™ 4 bz™t ... 4+ by + by,
donde ay 5= 0, by 5= 0. Construyamos una sucesién de polinomios
Q., (@) del modo siguiente. Hagamos

Ony (2) =Py (-1‘)—— " o ().

Entonces, o bien ¢p, (z) = 0, o bien @, (z) puede escribirse en la
forma
Qny () —a a1 a1 - —1—05‘11)_1:6-}-051113,

con la particularidad de que g 5= U v el grade del polinomio

Q“h (x) es menor que n, es deeir, n, <C n; si resulta que n; << m,
. T a

0 Qr, &)= 0, entonces los polinomios g () = —b%x“"’“ y riz) =

= Q,,k (x) satisfacen las condiciones del teorema; en cambio, si

ny 2> m, realizamos el paso siguiente: hagamos

Qe (2) = Ony (2) -2 2727, (3.

Esta claro que o bien @,, {z) = 0, o bien n, < n, < n, ¥ Qn, (7)
puede escribirse en la forma

Qn () =Pz 4 aP2m=14 .. a1z +al,
con la particulavidad de «que a"‘q&[} Si resulta que lfz<m )
Qn, (z) =0, entonees los polinomios q(:c)——o—x ™y

0
7 {(2) =0, (2) satisfacen las condiciones del leorema; si, en cambio,
n, == m, realizamos el paso siguiente y continuamos este proceso.
Por cuanto en cada paso la potencia va disminuyendo: n > n; >
> 7y ..., entonces en cierto k-ésimo paso el nimero natural ny
se hard inferior al niimero natural m, o @y, (x) = 0, y el proceso se
dara por terminado. Ohtendremos como resultado:

ih ]

3 Ty {2) +th (2.

Pa)= {82 o= b B gy 4

12
Entonces, los polinomios r (z)=0Q,, (z) ¥ 9(1‘}_(—5-»3:“"“-}- L

ak=1)
b L R “b— x”’*-l""') satisfacen las condiciones del
1]

teorema,
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Asi pues, 1a afirmacion del teorema acerca de la exisiencia de los
polinomios g (z) y r (z) queda demostrada.

Teorema 4. Un par de polinomios g (z), r (x) que salisface las con-
diciones del teorema 3 es iunico.

Demostracién. Supongamos lo contrario, es decir, que existen
dos pares de polinomios g (z), r (z) ¥ ¢, (=), ry (z) tales, que P (z) =
=T @) qg@ +r)y P (a=T()q )+ r, {z). Haciendo uso
de la definicién de igualdad de los polinomios, tenemos

T@Ig @) —aq @) =r () =7 (2. 2)

Son posibles dos casos: 6 ry (&) — 7 (&) = 0, & ry (&) — r {z) 5 0.
En el primer caso, ya que I' (x) 5= 0, entonces g (x) — ¢, (2) = 0,
y la unicidad tiene lugar.

En el segundo caso, por cuanto la potencia de ry (z) — r (z) no
es mayor que la de r; (x) y de r (), entonces la potencia de ry (z) —
— r (z) es inferior al grado del polinemio 7' {v}). Al mismo tiempo ek
grado del polinomio 7 (z) g (£) — ¢, (z}] o bien es superiot o bien
igual al del polinomio T (x). Quiere decir, en la ignaldad (2) los
polinomios que figuran en los miembros primero y segundo tienen
grados diferentes lo que coutradice el teorema 1. La contradiccion
obtenida significa que r, (z) — r (¥) = 0, v la unicidad en este caso
ya estd demostrada. Al unir los teoremas 3 y 4, obtenemos el siguiente
teorema valido.

Teorema 5. Para cuclesquiera dos polinomios P (x) y T (x). donde
T (x) 5= 0, existe un par de polinomios (y este par es anico) q (x) y
r (x) tales, que P (z) = T (z) ¢ (x) + r (z), con la particularidad de
que o bien el grado del polinomio r () es estrictamente tnferior al grado
del polinomio T (), o bien r (x) es el nimero cero.

Para determinar los coeficientes de los polinomtos ¢ &) v r (x)
existen varios métodos. El de mayor uso es el método de coeficientes
indeterminados, ya estudiado anteriormente.

Sean dados los polinomios P, {(x) ¥ Ty (2}, donde n > m, Ha-
gamog

.({ (J:J = = cuxn.-m. {_‘ fi.'f”-m-l i C:'.-‘-":'.‘.'-

r{z) = dex™ ! + d2"-? ... +du

donde los coeficientes ¢; y dy no estin por ahora deterininados (obser-
vemos que en total hay n + 1 coeficientes y ¢, == 0). Fxijamos que
se verifique la igualdad

Poiy= T, @) q (@) 4+ r ).

Al abrir los paréntesis y al igualar los coeficicentes de las mismas
potencias de x en los miembros primero y segnundo. oblendrenios
n =1 igualdades, en las cualer intervienen n -1 coclicnnles
Cor Cpr €av v voa Cp—mi Aoy Gy oy o o oy dp—y; a1 delerminarlos, lia-
llaremos, de esle modo, los polinomios g (x) y r (4}

be



Ejemplo. Sea P (z) = 22* — 5¢° + 2, T (z) = 22* — 3z. Supo-
qiendo g (z) = cg2® - 637 + ¢ (o 7= 0}, 7 (7) = dyx - d;, escriba-

mos la igualdad
02 4 2 =
= 122° — 32) (eg8® + 6 + ¢5) + (doz + d)
que puede escribirse {ambién en la forma
29t 523 4 2 = o0t L (20, — o) 2 L

= (Zep — 36y) 2* 4 {dg — 3¢) z + d;.

De scuerdo con el teorema 1, sou vilidas las igualdades

( 2e5=2,
| 20y — 36y = —5,
| 26,—3¢, =0,
dy— 3¢y =10,
dy=2
De estas igualdades encontramos ¢y= I, ¢;=—1, = —5, do=

x—---g—, dy=2, y eu este caso resulia que q(x):zﬂ—z-—%‘

5
rin= ""?I‘“I—‘)-
Esguema de Horner. Analicemos la divisién de un polinomio

por el binomio {r — &)
Sea dado el poliromio

Py (x) = agx™ + ap2®! + 2"t von gz gy,

donde ¢y == U, n 2= 1, y sea dado el hinomio {x — ). De acuerdo
con el teorema 5 exlsten un polinomio g {z) v un nimero r tales,
que P, {z) = (x — ) q 7} — r. El grado del polinomio ¢ (z) es
1gua1a (n — 1). Por eso, g (x) = bga"~ + Hx"—? + by—gx +
+ byy, donde by == 0. Determmemos los ndmeros bg, byo Dgy o wa
v« sy bpoy v 1, empleando el método de coeficientes indeterminados.

Sustituyameos ¢ (x) en la igualdad P (3) = (z — «} ¢ (z) + r, ¥ ob-
tendremos
S R Y e/ P
O [P —fxb,;} 2 4 by — aby) 2 4
b (by—y— abn—g x4+ (r— oabn-l).
Rogin ia regla de 1gualdad de los polinomios, obtenemos de agui

ai}



que

@y == Uy

ay == by — by,
y — by —athy,

Qg = bn-f _"abn-z!

a, =r—ab,_,,
de donde

by =a,.

by =ay+aby,
by = a, -2l

R —

Z";.-—I = a4+ c*"br.--b
re=a, b,y

Asi pues, los coeficientes del cociente ¢ (x} y el resto r se expresan
en términos de los coeficientes del polinomio 2 (x) ¥ del ndmero o
con ayuda de las operaciones de adicion y multiplicacion segiin las
formulas (3), de donde ge deduce:

a) si ay, @y, @y . ... @, ¥ o s0n nameros racionales, entonces
bo, by bay ...y Bp—y ¥ r son también nQmeros racionales;

b} si a4 @y @y ..., €, ¥ 2 son niumeros enteros, entonces
bar b1y byy ...y ba—y ¥ 1 son también nlimeros entero-.

De las formulas (3} proviene la siguiente regla para caleular los
coeficientes by, by, by, ..., by— v el resto r.

Escribir en una linea todos los coeficientes segnidos del polino-
mio P, (z), partiendo de a4 En la segunda linea wescrilue, debajo
de e, el coeficiente by que es igual al coeficiente a,. Muoltiplicar o
por b, ¥, adiciorando el producte ab, a a,, obtener el coeficiente by,
escribiéndolo en la segunda linea debajo de a,. Multiplicar & por b,
¥, adicionando el producto =&, a a,, obtener el coeficiente b,, escri-
biéndolo en la sogunda linea debajo de a,. Obtener. continuando este
proceso, el coeficiente &,—, v eseribirlo en la <egunda linea debajo
de &,—,. Multiplicar, por lin, « per b,—; yv. sumando ¢l producto
aby—y con a,, obtener el resto r, escribiéndolo en la serunda linea
debajo de a,.

Esta regla se eseribe en forma de la siguiente tablis que <e denomi-
na esquema de Horner;




El esquema de lorner pernute dividir con facilidad el polinomic
P {x) pov el binomio r — =, es decir, hallar los cocficientes de] co-
ciente g (x) v el resto r.

Eiemplo. Hallemos, aplicando el csquema de Horner, el cocrenle
g (x) y el resto r, al duvidir el polinomio £ {z) — 2¢% — 2 — 3a% +
— & — 3 por el polinomio 7 (z) ==z — 3.

El esquema de Florner tiene la siguiente lorma

=
1

| 5

= kg

s ﬂ»

a e

De este wodo, 225 — 2t — 3u® + 0 — 3 = {x — 3) (22 + 5% -+
A 1227 - 3B - 109) | 324.

Teorema G (de Beroul). £l resto de la division de un polinomio
P (z) por un binomio (x — o) es igual al valor del polinomio P (x)
para & = a, es decir, v = P (a).

Pemostracion. Al sustituir en la igualdad P {x) = (@ —z)
3 g @)+ r el valor de «, en lugar de x, oblendremos P (z) =
= (o — o) ¢ {2) -+ r. de donde se desprende precisamente que

= P (a).

Teorema 7. 11 polinomuo P (x) se divide por el binomio {x — )
exactamente. si, y s6lo s, el valor del polinomio para z = o es 1guul
a cero, es decir. s¢ £ {x) = (L

Demosiracion. Necesidad. Supongamos que el polinomio P (x)
se divide por el binomio {x — @) exactamente. Esto significa que
el resto r es fgual a cero. De acuerdo con el teorema de Bezoul, el
resto r = £ {=). Por consiguiente, £ {z) - 0.

Suficiencia, Sea P {o} = 0. Por otra parte, segin el teorema
de Bezout, r P (). Quiere decir. r = 0, es deciv. P (x) se divide
exactamente por @ — .

Demos a conocer algunos corolarios de este teorema.

1. Bl pohimomio P, (x) — a® — a® se divide exaclumente por el
binomie (r — 2} con n natural cualqidera.

En electo, 7, (=) =n e — a” . 0.

2. FI polimomio P, () — 27 — ¥ se divide exaclamenie por ¢l
binomue {ir - ) con » par cuchpiiera \es decir. con n — 2m).

En electo. 77, ( —a) = (—a)™ — 2" = 0,

3. FEL polunomies P, (x) - 2" - ' se divide evactamenie por el
binomio (¢ ¢ 2) eow w impar cualguiery tes decer. con v —= 2m |- 1),

En clecto, Py, (—2) = (=)0 | a®™'t = (L Veamos ahora
como se aplican exlos corolarios,

Se necesita demostrar gue para cralquier » par natugal el namero
20" -]- 16" — 3% — 1) we divide por 19. Por coanto n = 2m, donde
m €N, entonces aprovechemos las formnlas de muliiplicacion redu-

a2



cida:
207 4+ 48" — 3" = 1 = (202 — 1) + (167 — 32} =
s {207}1 L 1) (20:‘& + 1) + ”Gm + 3??;) “ﬁm s = 3-!:.')_ (fi)

En el primer sumando ¢l primer factor se divide exaclamente, para
cualguier m € A, por el namero (20 — 1), es decwr, por 19, En el
segiundo sumando el primer Tactor se divide evaclamente, para
m =2k + 1, k€N, por el namero (16 i~ 3), es decie, por 19,
Cuando m = 2k, el segundo factor puede ser representado on forma{/
de un producto de factores (16% L 3*) (16 — 3*). St & es impar, la
descomposicion del segundo sumando en factores se da por tecmi-
nado. Ku cambio, si & es par. la desecomposicion conhniia. Realiza-
dog un nimero finito de pasos, que no exceda de (n — 1). la descom-
posiciéon ge acabari y uno de los factores de esta descomposicion
tendra por expresion 167 - 3%, donde s es un ndmero nnpar. Futon-
ces, dicho factor es divisible por 19. De este modo, los sumandos
eun la igualdad {4), tanto el primero como el segundo, se dividen
por 19, cualquiera que sea m € N, v, por lo tanto, también se divide
por 19 el nimero (20™ -+ 16" — 3™ —1), siendo n un niimero natural
par cualquiera.

Raices de un polinomio. Un nimero o se denomina reiz del
polinomio P (x), siempre que P (%) = 0. Asignaremos al tcorema 7
otra enunciacion, haciendo uso de la definicion de raiz de un poli-
nomio.

Teorema 8. Un nimero o« es la raiz del polinomio P (1), si, y sdlo
si, el polinomio P (z) se divide exactamente por el hinomeo x — o,

Demostremos el teorema sobre la bdsqueda de las raices enteras
de un polinomio.

Teorema 9. Si todos los coeficientes de un polinomw de grado n,
donde n 2> 1, son ndmeros enteros y lu raiz « de dicho polinomio es tani-
bién un mimero eniero, enionces el nibmero o es el dimser del término
independiente del polinomio.

Demostracién. Sea dado un polinomio de grade n, {(n > 1)

Py (z) = qpe™ + ga™ ! Fax" % - ...
vos T lpmik 2y (@9 7= 0

y supongamaos que o es a rafr de este polinomio. Realicenos la divi-
sion entera del polinomio P, {z) por el binomio (x -~ =), entonces el
cocienle sera ¢l polinomio g (¥) = dpa"~' -+ b % - | e
v el resto, el ndmero r. Segiin se ha mostmdn mas amb.l st rodoc los
coeficientes del polinomio P, {(z) v & son niumeros enteros, entonces
serdin también enteros los nivmeros g, &, ..., b,-, v r. Conforme
al esquema de Ilorner. r = a, | ab,—,. y. segin el teorema 8, si
o es raiz del polinomio, entonces 7 = {). Por eso. lenewnos la igualdad
ay, |+ ah—, =0, de donde n, -« {— b,—). Por cuanlo wa,, o
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{(—bu~y) son todos ndmeros enleros. de aqui proviene que = es ol
divisov de! namero a,. quedando demostrado el teorema.
Corolario. Pueden ser raices enteras de un polinomio con coeficientes
enteros sélo los dwvisores del término independiente del polinomin,
Este corolario permite determinar todas las rajces enteras de un
polinomio con coeficientes enteros, aplicando para ello el esquema
de Horner.
Ejemplo. Acldrese si tiene raices enteras el polinomio
L) = a* + 228 — 2% — 6z L 5, )

Los divisores del término independiente son: 1, —1, 5, —5.
Determinemos los valores del polinomio en estos puntos:
Poily=1+4+2—2—-8-+3=0,
Pii—1)=1—-2-24645=8=0,
Py 15) = 625 4 250 — 50 — 30 4 5 = 800 == 0,
P, (—3) = 6256 — 250 — 50 4 30 4- 5 = 360 == 0.

Asi pues. el polinonio (5) tiene una raiz entera z, = 1, mientras
que los niimeros 5, —3 y —1 no son sus raices. Aplicando el esquema
de Horner, descompongamos el polinomio (5) en factores. El esquema
de IHorner tendra la siguiente forma:

Por consigwiente. ¥ + 22% — 252 — Bz -5 = (r — 1) (® +
+ da* + a - 7).

Buscaremos ahora las rafces del polinomio Py (x) = 2% + 322 4
+ & — 5. Los divisores de su término independiente son: 1, —1,
5. —5. No hay necesidad de buscar el valor del polinomio P; (z) en
los puntos —1{. 5. —3, puesto que estos nlimeros no son a eciencia
cierta las raices del polinomio P, (2) v, por lo tanto, del polinomio
P, (x) debido a que el polinomio P, (x) no =e anula en estos puntos.
Comprobemes. por eso, solamente ¢l numero 1.

Pty eed 8ebd - Bual,

Aplicando de nuevo el esquema de Horner:




obtendremos Py (z) = (x — 1) {® 4- 42 <~ 5). por lo cual el poli-
nomio P, (x) puede ser escrito en la forma: P, (s) = (& — 1)* X
X (z* -+ 4x 1- B).

Como el trinomio de segundo grado 2® - 4z -+ J no tiene raices
enteras, entonces, por consiguiente, el polinomio #; (1) tiene dos
raices enteras: z, = 1, @, = 1. En estos casos resuita conveniente
introducir la nocién de multiplicidad de la raiz. Si un polinomio
P, (z) so divide exactamente por (xr — «)*, donde & es un mimero
natural fijo, pero no se divide exactamente por {r — «¥*”), entonces
« se denomina raiz de mnlliplicidad & del polinomio £, {z). Las
rajces de multiplicidad unidad se llaman raices simples del poli-
nomio. De este modo, el polinomio P, (z) en el ejemple (5], aducido
mas arriba, tiene vna raiz & = 1 de muliplicidad do«.

Observacion. Si queda determinada una rajz x, = o del poli-
nomie P (z), dicho polinomio puede ser escrito en la forma P (x) =
= {x — a) ¢ (¥), donde los coeflicientes del polinomio ¢ (x) se cal-
culan cen facilidad por el esquema de Horner. Para hallar otras raices
del polinomio P (z), hay que encontrar las raices del polinomio
g (x). Bs importante subrayar que el polinomio ¢ (x) puede tener
como Taiz el mismo nimero 2, el cual se determina también por el
esquema de Horner.

31 no se buscan las raices del polinomio ¢ (x) y se bnscan, en lugar
de ellas, las raices del polinoemio P (x). enfonces la raiz, ya deter-
minada, no se revelara por segunda vez mediante el mismo método.
Por esta razon, después de determinar una raiz, se deben buscar
las raices del cociente, es decir, las raices del polinomio g (z).

Teorema 10. Si un polinomio

Po@y =+ qur® 4 ax" 2 + ...+ a3, + @y,

cuyos coeficientes son enteros y el mayor de ellos equivale a la unidad,
tiene ratz racional, esla raiz serd un nimero enlero.

Demostracién. La demostracion de este teorema sc realizara
por reduceién al absurde. Supongamos que el polinomio P, {r)
tiene una rafz o = p/g, donde p y ¢ son numeros enteros recipro-
camente primos, Por cuanto el nlimero p/g es una raiz del polinomic
Pt (z), entoneces se verilica la siguiente igualdad numérica

P pr-L P » )
q—“"l-ﬂj ?1'-:1—"‘}- az——qu_,_ + P + Tpy *q— —;—O‘-n =‘-U

la cual puede escribirse en la forma equivalente
pﬂ - pﬂ—i ph—ﬂ P
e (al?&zl_—{-azw_%- S 5 Ch-t=g +“’-n.) .

Multiplicando esta igualdad por g*-!, obtendremos la igualdad
equivalente

1]

? y _ ! y
bt Y A E RN L L S
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Puesto yne Yos nitmerns p y g son reciprocamente primos, el niimero

L - . » .
L7 1o es eulero. mientras que en el segundo miembro de la dltima

igualdad figura un nivmero entero. Tal igualdad no es posible, por
1o coal Ja suposicion no es ciorta y el toorema queda licilo.
Corolario. S¢ todos los coeficienies de un polinomio son nimeros
enteros y el mayer coeficiente es igual a la unidad, entonces todas las
rafces ractonales de dicho polinomio son niimeros enteros.
Examincmos el polinomio P, (z} = agz" + 2" +au™? + ..,
e . @y R a, de coeficientes enteros, y el polinomio

Q, @) = aP=', (1) = (2g2)" + a; (@g@)* 4 o0 v 4 2071

Esta claro que los polinomios P, (x} y @, (z) tienen raices iguales,
Denolemos 5 = azr, entonces

Q. () =T, {y) = y" + ey + agay™® +
+ azapy" "t 4 oL o A aqadei,

En virtud del teorema 10, ¢l polinomio 7', {y) tiene solamonte raices
enteras que pueden ser determinadas. Supongamos que dichas raices
sean los nimeros ¥y, ¥y, . . ., Yms ntonces fos niimeros oy = ¥/a,,
donde k¢ {1, 2: .. .5 m}, y s6lo ellos, serdn raices racionales del
polinomio P, {r). Asi pues, para todo polinomio con coeficientes
enteros pueden deterrninarse todas sus raices racionales.

Si los coeficientes del polinomio son niimeros racionales, enton-
ces, despuds de reducirlos a un denominador comin, se pueden buscar
s6lo las raices del numerador, que es un polinomio con coeficientes
enteros.

Ejemplo, Hiltense las raices del polinomio Py(x) =2+
—|—%1-.3—~71; x—%. Examinemos ¢l polinomio @y (z)=8P;(z)=
= (22 2 =2 =1, 06 T3 () =+ ¥ —t — 1, donde ¢ =
= 2z. Los divisores del término independiente del polinomio Ty ()
son -1, —1. Determinemos los valores del polinomio 7'y (£) en estos
puntos:

Tot)=14+1—~1-—1=0
H1(==—=14+1+1—-1=0

Al aplicar el esquema de Horner, obtendremos 7'y (8) = (¢t — 1) X
X702 + 2¢ - 1). El polinomio (2 — 2t 4 1) es el cuadrado per-
fecto del binomio {f = 1). Por counsiguicnte, el polinomio T'; ()

tiene tres rafces: 4 - 1, t, = —1, 1y -- —1, mientras que el poli-
y 2 : 1 1
nomio 7, (). las Lres raices respectivas: z, = Fide = —g Ly =
1 . - p 1
— —. o len dox raices diferentes: una simple #; = 5 v otra,
i ! ]
5 1
de segwido onlen de multiphicidad 4, = - 5.

“
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Detendrémonos, en conclusién, en las raices del binomio £, (z) =
= z" — a. Segin se deduce del § 5 del capitulo anterior, para n
par ol binomio P, (z) tiene: dos rafces /e« y —  a, siempre que
a >0, y una raiz 0, cuando a = 0; si @ < 0, el polinomio no tiene
raices. 3i n es un niimero impar, el polinomio £, (z) tiene: una raiz
'V»;. si @ > 0, y también una raiz (—Y | a [}, si ¢ < 0. Por ejemplo,
el binomio 2® + 11 tiene una sola raiz (— 11).

§ 6. Método de induccién matemaética

Existe una inmensidad de afirmaciones que dependen de un ni-
mero natural n. ;Cémo se deben entender tales afirmaciones?

Por cuanto hay una infinidad de nimeros naturales, cada afir-
macion contiene, de hecho, un nlmero inflinito de afirmaciones.
Por ejemplo, la afirmacién: la suma de los primeros n nimeros natu-

s 1 : ~ - ; e

rales es igual a “—(1;'—— , contiene en si las afirmaciones siguientes:

para n = 1: el primer niimero natural, es decir, la unidad, es

1+
2

1

igual a

para z == 2: la suma de los primeros dos nlmeros naturales, es
decir, la suma de los nimeros uno y dos
. 21
es igual a _ﬂ27+_)_;
para 7 = 3: la suma de los primeres tres nimeros naturales, es
decir, 1a suma de los nliweros, uno, dos y tres, es

igual a 3-@# :

..... . iR D W o R R R EF ARl WiERSE W EY B oa

para » = 10 000: la suma de los primeros diez mil ndmeros
naturales es igual a [QM___%ODOLI_)‘
ete., es decir, la afirmacidn que se considera
realmente contiene una infinidad de afirma-
ciones.

Andlogamente, cualquier otra afirmacién, dependiente de un
nimero natural r, es, de hecho, la forma simplificada de eseritura
de un ndmero infirito de afirmaciones.

Surge la pregunta: «icémo podemos convencernos de la validez
de una afirmacion dependiente de un nimero natural?»

Con el fin de demostrar las afirmaciones dependientes de un
nimero natural n se emplea, a menudo, el método general de demos-
tracién, el método de induccion matemdtica completa. Fste método
esta basado en los axiomag de los niimeros naturales. Mas, per cuanto
dichos axiomas no se han mencionado anteriormente. ¢l método de
induceién matematica completa se acepta aqui sin demostracién.
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Para demostrar tal o cual afirmacién dependiente de un nimero
natural n, se hace lo siguiente:

1. Se comprueha la validez de esta afirmacién para n = 1.

2. Se supone la validez de esta afirmacién para n = k.

3. Se demucstra la validez de esta afirmacion para =k 4+ 1,
tomande en consideracign su valiclez supuesta para n = k, después
de o cual se saca la conclusién de que la afirmacién es valida para
cualquier namero natural n.

Haciendo uso de este método, demostremos que para todo nime-
ro natural n se verifica la igualdad

(42434 ... pr=2EE0 (1)

Comprobamos la validez de la igualdad (1} para n = 1. Para
1{1+1)
5— « ¥ €8

obvio que la 1gualdad se verifica. Supongamos que la igualdad (1)
se verifica para n - k, es deeiv que es vélida Ja igualdad

TELS VT . 2

r =1 la igualdad se esgcribitd en la forma: 1 =

Con ayuda de la igualdad (2) demostremos que la igualdad (1) se
verifica para n =k + 1, es decir. demostremos la validez de la
igualdad

12434 .. bkt 1) =‘W*‘+1P1*g+1‘*'1‘ b (3)
En efecto, estudiemos la suma 1 4243+ ... + &+ 1). Al
emplear primeramente la propiedad de asociatividad de la adicién
y. luego, la igualdad (2), obtenemos realizando las transformaciones
mas simples:

142434 oo+ k+H)=014+24+3+...+B)+E+1)=
A1) (h42) _ (kD [ED 1],
2 - 2

_-:_“'_M’_zﬂlJr_(?g.q.f]),—_-

es decir, confirmamos la validez de la igualdad (3). A base del método
de induccién mateméatica completa llegamos a la conclusién de que
la ignaldad (1) es valida para cualquier nimero natural n.

Veamos un ejemplo mdas. Demostremos que para cualquier ng-
mero natural n se verifica la desigualdad

n < 2, ()

Demosiracién. Cuando » = 1, la desigualdad (4) se convierte
en una licila desigualdad numérica 1 < 2'-'. Supongamos que la
desigualdad (4) se verifica para n = k, es decir, que es valida la

desigualdad
g 2641, (5)
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Recurriendo a la desigualdad (5), demosiremos la valides de la deg-
ignaldad (4) para 7 = k + 1. es decir, demostrenios que se verifien
la desigualdad

th + 1) < 2040, (6)

Efectivamente, es obvio que & -~ 1 = 2k. De aqui. aprovechando la
designaldad (5) v la propiedad de transitividad de las desigualdades,
resulta que %k -+ 1< 2-2¢5-D. 181 segundo micmbro de la iitima
desigualdad puede ser eserito en la forma 20%4"-1 de donde precisa-
mente se desprende [a validez de la igualdad (6). A hase del método
de induccién matemética completa Hegamos a la conclusidn de que
la desigualdad (4) es valida para todo numero nalural n.

Método generalizado de induecién malemdtica complela. El
método de induccién matematica completa se emplea [recuente-
mente en la demostracién de las afirmaciones que son validas no para
todos los nlimeros naturales %, sino sélo para » supevioves o ignales
a cierto nimero natural p. Entonces, la eseneia del método de indue-
cidn matemdatica completa es casi la misma. pero se cambia el punto 1
por el punto 1a): «Se comprueba la valides de esta alirmacion para
n = p». En este caso, con el fin de demostrar la validez de una afir-
macién para cualquier n natural {n > p) se hace lo siguiente;

1. Se comprueba la validez de la afirmacion para n == p.

2. Se presupone Ia validez de esta afirmacién para n = k (dende
k2 p).

3. Se demuestra la validez de esta afirmacion para n = k 4 1,
tomando en consideracion la validez de la mizma para n = k. Des-
pués se saca la conclusién de que la afirmaeion es vilula para todo n
natural (r == p).

Demos un ejemplo de demostracion de una desigualdad con ayuda
del método generalizado do induccién matemética: demosiremos que
si o o3 un namero fijo tal, gue ¢ > —1 y o == 0, entonces para cual-
quier n natural (n 2= 2) se verifica la desigualdad de Bernoulli

A+ >1+4 an. (7N
En cfecto, cuando rn = 2, la desigualdad (7) tienc por expresidn
14+ aX>1+ 2 8)

La desigualdad (8) es equivalente a la desigualdad
o> 0. (9}

La desigualdad (9) es obvia para & 5= 0. Por consiguienic, la desi-
gualdad (8) se verifica para los niimeros o en consideracién. Supon-
gamos que para los & en consideracién con n = k (k2> 2) la desi-
gualdad (7) es valida, es deeir,

14+ a) >1+ k. (10)

Demostremos, haciendo uso de la desigualdad (10), que la desigual-
dad (7) se verifica para n = k 4 1, os deeir. demosiremos la desi-

. e
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gualdad

t +a)'>1+ak+1). {11)

Para la demostraciéon multipliguemos ambos miembros de la desi-
gualdad (10) por un numero positivo 1 + «) (por euanto & > —1,
entonces, 1 + o > 0). Obtendremos la igualdad

(1 4 a+1> (4 + k) (1 + a), (12)

que es equivalente a la desigualdad (10), es decir, obtendremos que
la desigualdad (12) se verifica.
Demostremos ahora la validez de la desigualdad

A4+ak)( +a)>1+a+1). (13)

Trasladando todos lox términos de la desigualdad (13} a una parte,
abriendo los paréniesis y reduciendo los términos semejantes, obte-
nemos una desigualdad equivalente a®% > 0, la cual se verifica,
puesto que « == 0 y k3> 2. Por consiguiente, la desigualdad (13)
es valida, pero cutonces, aprovechando la validez de las desigualdades
(12), (13) y la propiedad de transitividad de las ignaldades conclui-
mos que es valida también la igualdad (11). De este modo, la desi-
gualdad de Bernoulli queda demostrada para cualquier n natural.
no 2.

Tiene sentido que sea retenida en la memoria esta igualdad, pues-
to que con su ayuda se puede demostrar la validez de muchas otras
desigualdades, por ejemplo, la validez, para cualquier r natural, de
la desigualdad

1yn n+1 ;

(1+ ) < (1+o7)" (14)

En efecto, realizando ciertas transformaciones elementales, obte-
nemos una cadena de desigualdades equivalentes:

4y ] n+1 (n-2)"*1 p?
(1+5) ““*('-""n-ﬁ) Ero e 1
n-b2 [rint2)n n+2 i n
= R e R e L=y It AL

Con el fin de demostrar la desigualdad (15), para n2>22, apliquemos

la desigualdad de Bernoulli (7) a la expresién [1-(T;T1—);]n,

considerando o« = . Obtendremos

.
(n+41)®

i n n
[+~ ) "> -
Muitipheando ambos miembros de esta igualdad por un nimero
s n 2 :
posttivo et obtendremos

s+ (o) > S (= o)
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Por cuanto

n2 n _ n%4-3n%4-3n 42

n4-1 (1_ (n41)? )—n3+3n’+3n+‘[ by
entonces, empleando la propiedad de transitividad de las igualdades,
tenemos:

[ () > s (- ) >

De este modo la desigualdad (5) queda demostrada.

Como la desigualdad (15} es equivalente a la (14), ésta dltima
también se verifica para » 2. Por cuanto es obvia para n = 1,
la validez de la desigualdad (14) queda demostrada para cualquier
n natural.

Resolucién de los problemas de divisibilidad. El método de induc-
eién matemdtica se emplea también pare resolver problemas de divi-
sibilidad.

Demostremos, por ejemplo, que para cualquier n nalural el nid-
mero NV (r) = n® 4 5r es divisible por 6.

Demostracion. Cuando n = 1, el nimero ¥ (1) = 6, y, por eso,
N (1) se divide por 6, es decir, la afirmacién es valida, si n = 1.
Supongamos que la afirmacién es legitima para n = k, es decir,
que N (k) = (k* + 5k) se divide por 6. Aprovechando ¢l hecho de
gue ol namero N (k) se divide por 6, demostraremos la validez de
la afirmacién para » = & + 1, es decir, demostraremos que el nu-
mero N (B + 1) = l{k + 1* + 5 (k 4+ 1)] se divide por 6.

Efectivamente, haciendo uso de la propicdad de asociatividad
y de conmutatividad de las operaciones sobre los nimeros v las expre-
siones algebraicas, tenemos:

NA-1) s [ +1° + 50+ D] =& + 3% 3k+1 -+
+5k+ 5= (K + 5) + 6 + 34 + 3k =
=N () + 6+ 3k (& + 1.

Por cuanto k& y & 4+ 1 son dos nimeros naturales seguidos, uno de
ellos es par, por lo cual el namero 3% (k <+ 1) se divide por 6, Te-
niendo en cuenta que el nimero ¥ (k) se divide por 6 y el ndmero 6
se divide por 6, obtenemos que serd divisible por 6 también el nd-
mero N (k - 1). A base del método de induceién matemdtica com-
pleta se saca la conclusion de que el nimero N (r) - n® 4 Hn se
divide por 6 para cvalquier ntmero natural n.

Analicemos Ja resolucién de un problema de divisibilidad mds
complejo, cuande el método de induccién matematica complela ha
de emplearse varias veces.

Se pide demostrar que para cualquier n» natural el ndmero
(3®" — 1) no es divisible exactamente por el nimero 27+3.

Cuando » = 1, la afirmacion es evidente, puesto que 8 no se
divide por 16. Supongamos ahora que la alirmacién resulla vdlida
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para rn = k, ¢s iectr, que ¢l ndmero (3** — 1) no se divide exacta-
mente por ¢l nimero 2°+%, Demostremos entonces que el niimero
(32" — 1) no se divide exactamente por el namero 2%+4 es decir,
la afirmacién es valida para n = £ 4 1. Representemos la expresion
(3:""" ——§1) en forma de un producto:

32;'“1 o {32!‘: =y (32’: + 1.}.1.‘;\]'

Por hipdtesis, el primer factor del producto no se divide exactamente
por el ndmero 2%+3, ey decir, en la representacién del ndmero com-
pucsto (3** — 1) en forma de un producto de nimeros primos el
nimero dos se repite no més de (& + 2) veces. De este modo, para
demostrar que ¢l namero (32**' — 1) no sc divide exactamente por
el nimero 2", se debe demostrar que el nimero (3** 4+ 1) no es
divisible por 4.

Con ol fin do demosirar dicha afirmacion demostremos una afir-
macién auxiliar, para cualquier n natural ¢l ndmero (3** 4+ 1) no
se divide por 4. Cnando n = 1, esta afirmacion es evidentie, puesto
que 10 no se divide por 4 sin resto. Suponiendo que (32* 4- 1) no
es divisible por 4, demostremos que tampoco (32**Y - 1) se divide
por 4, Represeniomos la Gltima expresién en forma de una suma
380+ L 4 — (32% 4 1) + 8.3%%. Kl segunde sumando de la suma
se divide por 4 exactamentie, mientras que el primer sumando no se
divide. Por consiguiente, Loda la suma no es divisible por 4 sin resto.
La afirmacion auxiliar queda agi demostrada.

Ahora estd elaro que (3** + 1) no se divide por 4, puesto que el
nhimero 2* es un nimero par. Oblenemos en definitiva, en virtud del
método de deduceién matemdtica completa, que el nimero (3% — 1)
no se divide exactamentce por el namero 273, cualguiera que sea n
natural.

En conelusion demostremos por el mélodo de induccion matema-
tica dos afirmaciones aducidas anteriormente (88 2, 3, cap. II). En
el § 3 se expuso la férmula dol binomio de Newton:

@+ b =Cha" +Cra™ b4 ... 4 Cha™ B+ ...+ Cb™. {(16)

Aqui, €7 <on los cosficiontes binomiales que se caleulan segiin
nt
mith—m! "
Demostremos la igualdad (16). _
Cuando n == 1, la [ormula (16) se escribicd en la forma (¢ + D)* =
= (%t + C|b' Tomando en consideracién la regla para el céleulo
de los coeficicntes binomiales, oscribamos esta férmula en la forma
(@ + B)' = a' + ', os decir, nos convencemos de que la féormula
(16) os valida paran = 1. Supongamos que ella es vilida paran =k,

Ia formule CF —
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es decir, que se verifica la férmula
(@+b)f =CRa" + Chath4 . . €}~ al-t-uptt 4
4 Cra® o - Ch g | LR ab L CR. (i)

Demostremos, haciendo uso de la validez de Ja térmula (17), que
la férmula (16) os ciorta pars n = k + 1, es decir, demosiremos que
se verifica la férmula

(@4 bYH=Ch @™+ Ch @04 4 CLy a0 1pi

ol Ci—:}] =)+ Domiarll Cg’;ﬁ”"iab-"-f— CL{ t_‘lb.’aﬂ_ (18)

En efecto, utilizando sucesivamente, al principto, las propiedades
de la potencia con exponente natural, luego, la férmula (17) vy, por
fin, la regla para multiplicar polinomios, obtendremos

(@40 =(a+b) (a+ b)' = (a+b) (Cra" + Cra* b+ Cia W2 4 .
voe O laktm0p=t L Clgh-tpl L ChF ghotonpiia g
o CE b 4 ChB = Ol - Clakb+ Crab bt - . ..
e CE Pt Chgh-trpE L O ghtpiv
oo CyT a2 L Chad” ++ Clatb+ Cha* R 4+ Clat 23 4 .
el C;r._ 1phetrgpt ok C;‘af;-fbm + Cff_'"!'a""'ib“'?--{— .
oo CE a4 Ol (19)

Reduciendo los términos semejantes en esta suma, llegamos a que
(a+ b)Y =Cha* 4+ (Ci+ Ch) a"b+ (Ch +Ch) a b 4 . ..
oo FCRHCT Y ab P L (O L Chy e
e (CE O Y B (CE - CR 1Y adt | CRbM, (209

Por cuanto el coeficiente % es el ntimero de combinaciones de »
elementos tomados a k (véase § 7, cap. I), entonces

Ml T _ Tl
(’n "1"(‘7\_ L

Haciendo uso de esta igualdad y también de las wgualdades evi-
dentes Cl=1=Chpy vy Ck=1= Cﬁii, oblenemos la validez
de la [6rmula (18) que se predetermina por la de la férmula (20),
A base del mélodo de induccion matematica completa se saca la
conclusion de que la férmula del binomio de Newlon (16) es licita
para cualquier niimero natural 7.
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En el § 2 se ha aducido la igualdad de las expresiones algebraicas
(A — BY (A1 4+ A"2B o .., + AB"-2 | Br-1) = A" _ Bn,
(21)
Con el fin de demostrar esta igualdad para » = 2, recurriremos al
método generalizado de induccién matemética completa.
Para n = 2 tenemos la siguiente cadena de ignaldades: (4 — B) x
X (A + B) - A* + AB — BA — B? = A* — B2 es decir, laigual-
dad (21) es jusla. ,
Supongamos que para n = k (k 2> 2) la igualdad (21) se verifica,
es decir, cs licita la igualdad
(A — BY (4% 4 A*-2B 4 AR-3B2 4+ | |
.+ ABR-® - Bl = AR __ BR (22)
Aprovechando 1a 1gualdad (22), demostremos la validez de la igual-
dad (21) para n = k + 1, es decir, demostremos la igualdad

(4 — B) (A" + A + A2 4, ,,
coe + ABEY 4 BR) = AN _ BRyL (23)
Efectivamente, haciendo uso de las propiedades de las operaciones

con las expresiones algebraicas y de la igualdad (22), obtenemos una
cadena de igualdades idénticas

(A =By (4" 4 ABf Ar2p2y || 4 ABR-t | BR) o
=(A—B) (A" + AB A*2B2 . | 4 AB*') 4 (A—B) B*=
=(4—B) (A"t A2 L A*R2 . | 4 B*Y) A4 (A—B) Bt ==
=(A*— B A4 (A—B) B*=A"— B4 | AB" _ B _ qh+i__ ghn,

De este modo queda demostrada Ia igualdad (23) y, por lo tanto
también la igualdad (21) para cualquier 2 2> 2 natural.

Ejercicios

I'lé(l}l&su-. el valor numérico de las siguientes expresiones algebraicas para
a=—041(1_. .5

1 a®—2a--1 ta+-2)2 —a? 3 ]
* T —13 [ 4ai—4 a*—a |-
) 6 4 . 4aZ41
2 o T T ) (1—m ).
( g—2 1 a*—a 2
& ( @ F1 7 @ —atta ) a1 a +oidati -

SV e sl = SN e
at—2z24-4 2at—a at+2 4, 4 at4
o ( "1 " a%f8 “Zrkz—l-a) T oat4-2a 3—6a -
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Héllese ol valor numérico de las siguientes expresiones algehbraicas pare.
a=1yb=-=21(6 . 10):
a? (a+b2}(a3-~bs)(a——bj 7 a4 b b2 dai —1
{a®+ b?) (2a—3b%) " ala—b41)FBib R1
gt - B4
blat2P—4(@a—b)—a®—8 °

et

Hallese ¢l valor numérico de las mguaenieﬂ vxpresiones algebraicas pare.
m=10, n=4yp=5 (11 . 15):

1. {[3(“+5}]"*—p(m__1;a‘(_?+5_w)m+2

n—k5 )2&
WAL
mtns10

12. (mi?- pril.2m-1_ pin+l g 3 Vi [(20—4n)-5"H (2 o 2)m-0),
10=m
(2(p—8)¥m=L.3p412) 2 |- 45-n3(B-2).(m—tyee-b
62 (n—5) P - (32 —4p)P- #
5430 (2m — $1)746 — 4 ( p—4). 33700 2n)?
TTB2ED-L.GE1 T [y — R)2mes.p7iun
(72 - 26) + (3m — A2)20-4m _ G U0 [ | p)8 — 3041, n—dyP
(2n+44m — 22172
Héllese el valor numérico de las siguienles expresiones algebraicas para:

6.

B.

g [3;1——3!“*‘2»3“"1} e

13.

14,

15.

e=—V}3, b=1, ¢ = 3, x=-—-g- {16 ... 20:
2?2 (@—a)  fx—h?  b—e  c—u a—b
% “ab + ala—b)  bla—£&) { be | ac o ah
1 1 4 ( M c"a:) at o?
1. S{z—a) 2 (z-a) 1 al— £ PEIERPT™ B BT R
18 e?—4 x3—zx e Jab®  15b%7 b i
" Ted "1 2% U S5bc  9a® | pFI1R | bl
{9. [ B b : ¢ :i (=11 — 1z — 133
{a— b}{av——c) (b—c)(b—a} ' (c—a)(c—b) Ardta

w Al sl e P F e

I1allese el CVA de las siguientes expresiones algebraicas (21 . . . 25)
a? bt a2

AL (a~—b) (a—c¢) T —cl(b—u) T+ fe—a)(e—b) *
. 2 } Bb 4 . a2
= (2a—b TH =4 (2010} ) 4ot 0%
93 —2a-1 [ (a-+22—a? 1

’ a—3 at—1 at—a ]

; a b i BaE=dr . ovi—b
2. [( m{b—c) 5 nia—e) ) “ab{m—e) 1" (m—2)ta-p1} *
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; 2a a—t abit® b2
25, [ a+z, — ] - L
ta—H* gty s (t+a)* | " et—1t  —gd °
Héllese el CVA de las siguientes expresiones algebraicas (26 ... 30)
2% 425 12649 a®4be4-3 22 -3
Y2 —p( " gt fa—0 ¥ a3 -

Qi 1 i a*—32q
s nf—ht  ab (b-F2) Y& (a-F1i2—1 -
, £ 1y 1 1 1 b
28, (_?_-c_] (T_T) i e "I'_b“-'---2bc *
c—b , W—ct b4+1 1
R0 o —1 ' m—a (b4 1) + g

w [ i) Hie et

Hallese ¢! CVA de las siguientes oxpresiones algebraicas y simplifiquese

«stas expresiones en sn CVA {31 ... 401

+

3. (Jalz iy -—1Kalxy 2 (—é——f——{—x—%) .
32. (Zzlyaxby? Ly (—Saty-4edytay).

33, [3a*h7z® Satkr | —Ga%2?)]: (15az 2yza- Tapx).
34 _f_{._f:-‘-g; ﬁ 2% Bgt

i tys  Tay? o Alayis

Ba*h | abe \ , 1balbic

1202 ° wihte ) Sabe

foyth a oy abt bR
. [0 T 2.
37 ( a*=5a | U | at—da3 at4dn—4
V@t -Ba-bd C 2et4-3a1 ) T —dg -2 "
b2 — A =10 a—b b24-ab
at—bt " a—h 4 At 2ah bt bi—ab
39, [c:i-_ﬂ : ( co-2 8¢t )] ci4-2¢+4

85. (

38.

c+4-a de et ar 2bla-—e)
a-mab-i bt Pp2ah—3bE Y 1
10. ( a®— hab—1b% gl —b3 ) T a—7b £
e¥—12 i a4l 24—21)
Saded T 0g! act ]

Simplifiquese las siguientes oxpresiones algebraicas (41 ... 65):
4, 31z - 2p—2 17 —1).

42, 18-3{z+D—3d (x4}

43. Hiz—2—131r—3)—2z4-4.

44, Fir o d— A1z —3) =5 (2—2) — 1 (B—z)4-20,

43, 2r—35 |7~ 1z —H)4-3x] -21.

4, 1—e 200 -2 242 (x—2)—x).

4. 2 Sr—dl —m]—z—{(z— 1 —3 e+ 21z —11]—2z}.

xr 1 2z oz
48, S -1 - — &5
1 ¢ I {1 |
9. 3 (o—g) g letg) et
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z i r 5 1 z
W g ?—?(4—?)—'7;"+T(T—“)-

0,75 —=x 2r 1 4 1
. B — 15 —.I‘-—4“§—,
R T SRt A W
o 2
3245 1 : 5
= ) X -
53. ""4'75“_0‘1( - :8).
Tz 2 de—1 0,75z
54, 3 1,5 3 PR

55. -j-—H) 5z —3———2 (z4+0,(3)—1).

8 T x i 5z z i x z
% 7 (F+5—17)-% [z (F-5r5)i2(—5) |-
57. a—{2a—[3b—2 (4c—2a)] —3 (b—e)}.
58, 22— & |52 —(11y — 3z)] —3 [5y—2 {3z — 0y)]
59, 3y {16y —2 [3r—2 (a—12y) —5z] J-=}.
60. —2[a—2 (b—a)]—3 [p—4 (22— 3b)]+2a.
61, 6{20—3[b— 2fc‘+a\]—3b}—4{b~—-—2la-—4fc—a1w—2c]—'—3a}

62.0.5«;—%(3 —050)— {a—[l—%—a (g 0,254 ) [—{ 2 b}

)
a3, L [c—‘ilb—c)u—&biw-i-;—{o,a b —)m-[zc 0,75 g,h’_*_;)]}

{ /2 4 S%¢ a b a3 b—2a
o, 5 (F—g )2 Fogg )02 =g ) 2]
= : a b ifa 2 : - b-—1
65. 0.2 (3) --|—a~05[2 (?— ; )_’T(_’"‘"’ (m__H_ =
Descompéngase los polinomios que siguen en el preducto de por lo menos
dos polmomws {66 ... 83):

66. Smz - 3ny — Emy — 3nz. 87, S5+ xy 4+ Hy 4+ wi

68. ax — bz + by + cy — ez — ay. 69, 3¢® — Galh - Judh2.
70. 36x%y% — 100. 71. 25 — 494283 72, 4p2t — Bizt

73. (20 — 3b) — (3a — 2b)%. Th. (m + 2n)® — 4 (3m — n)i.
75. 9 (a — 3b)* — 16 (b — 2a). 76. a? — ¢® |- Dy? — Gudy.
77. & — 663 — ¢? — 200 — 22 4- 9, 78, %% — 27mY,

79. 1 + 1000 »°. 80. m®6%0 — 8k 81i. 1252% — 3434

82, 8a* + (b — 2aP. 88. G4 (m — nP 4 1.

B4. (2 — b)® — (30 — a)®. 85. 8 (x — y)® + 27 (y — 200"

Descompéngase los pﬂllm)mlos que siguen en el producto de cuaten polino-
mios por lo menos (86 ... 100):

86. 250°.815%2 — 12‘[&20811;232 2056%.469a% + 1210® 1vYa?

87. 14%2%58.25a'0 — 49¢%.25410 — 1444208 | 40c3,

88, 12523-(a - 8)® — 1252 (3¢ — 26)% — (8 (a -- )2 4 8 {32 — 20)%,

89. 25 (a—-Bb)’---é- {3a-+ Tb —12527y° (a-—-:ﬂbj:‘—}——!z—s 2y (Ja-TH)R.

90, 162%.644%% — 225 (3m — n)? 644800 4 1627 — 225 (3m — n)2.

M, 9 (z4)2-2Ta%B® —16 (242512 64a%034-0 (x4 125m* —10 (242712 125m3.
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92, 2a2y® + aby® — aby® — 2a24P.

93. 132%2.3a — 39y*.8a — 132%%.9a% 4~ 39p4 .90

94, 36a°-49:* — Bad?.492% - 36a%-Try — Qab?.Tay + 36a®-14x —
— Oab? 14z,

95, 15b.4a° + 45mb?.4a% 4- 15b.16ab 4 15mb? .164b.

9. (1 -2 (*—mM) + 6r—9) (¥ —m* — (1 — 2% @mn + 2% —
— (6z — 9) (2mnr -+ n*).

97. (252 -+ 1%) (a® -+ ab) + 9 (2527 + b9) (b — ¢?) — 9 (v* + 1028) X
K (b2 — a®) — (y* + 10zb) {a® 4~ 6abd).

98. (2 4 ) (@3 + 59 — @ + (2 + ) (2 + b) — (@ + b).

99, (P—y® byl (121 —2522—10z) — (121 — 2523 —102) — (*— >+ )+ 1.

100. 16 (@® — &* — ) 923y — 4zy®) 3~ 16a (95%y — dxy®).

Rediizcanse & un denominador comin las sigunientes tres fracciones algebrai-
cag (104 ... 110).

1 i ;|
e S O
1 1 1
102, {a—l—bi?‘_g P —2h © ai—p? -
1 1 1
e al—4 7 a?-3a +2 ' af-p2a 7
1 1 1
1% atta--2 ' a®—da3 7 af—1-
= | 1 i
% " Tt T
106 1 1 1
" Obx+-dby * 18ecxF12cy ' Blx? 16y -
i 1 1
a6 ai-tab ' b tab ' adb—big
1 i 1
195 2z 20 ' g2 _0pL20 " Br—32°
i 1 1
19: (2% —3ab)® ' i4a—0b)® ' 4a®—0p? -
11o. 1 1 i

xiys ' 293L Bry L2yt ' garle-gp? c
Haéllese el CVA de las expresiones algebraicas y simplifiquese éstas en su
CVA (111 .. . 130):
§14 a¥ — a%h— ab% — 2p*
Y a¥4-3adh b 3abR 258 "
4b4 -1 1102 - 25
4b% — b2 4 506 —25 °
3a2+ta a'—2a
@t ha-| 4 ad—hat-l4 "
bi—3b deth4-10a30°
BE_46—5 ' daipi g Bab¥
(9:3--{ yi-trxy | a*b—2a%-fbab | xP—2r1
oy a’+4-8 ) ‘e 3x84 Tz =10 °
B2 1Th - 72 bieq  b*—9b48
B —25 TR —8b—9 " B4b—b ¢

112,

113.

114,

15,

116,
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"7 e2—r—20 e ( ot 2—3c—1h )
cttdet4d efde—2 "\ etl3et2 c-3
18 By —14y ) r2—4 . dr—T | 3.:'2—.1—»14.
C =2 z+ 4z —14 Gz% ozt idz "
119 ( a? —4a— 45 3 a® —12a—45 ) . ( g  b411 )
gt —14a—15 ° at—6a—27 J T\ LP—121 L2 |°
120 [ 12231240 | a’—[—za) ( 1622 —49 | 2a2—aq—1 )
- t4a?—Ta =~ 2a—1 | "\ 4a?F+a—14 ° 29215242 /°
121 a a*4-3a e+1
a2 Th—af T 3a—6 -
Ga® 4484 | o®—4 Jat
LB e e e
o A 3
2322 (z4-1) {2t 0r+6)"
124. {r—bilz—r¢) i fx—e) \x—aj 4 {x-—a}(m__b_J
ta—bila—el (b—rcitb—a) (e—a)le—Db1
b—e¢ e—a a—b 2 2 2
== ta—bi la—¢) '{~l.b—-c'l i'b——aj'J'-lIc—-—m te—b) a—b b—¢ c—a”
126. 1 . 1 i 1 % 1
‘taita  at4-3a+2  afd-Se+b | edTet12
127 a%—b® a®--b? al—bi

R T a2 b2 ta*4 B ta—b} *

o1 1 1
128, () Ma—pittayl 4 (5~ ) Mot =)

129 (:z-+-y_:c—y),($+v_-r—*l-')
"Vae—y xty /) \laz—y oty /"

y 1 z4y 28— y® _Lz:a_ﬂ

10 («H—y _‘x“—zyﬁ-.ﬁ!?)' 2yt T 3y

Héllese ol CVA de las siguientes dos expresiones algebraicas 4 y B, y de-
mudstrese que en este campo se verilica la igualdad idéntica 4 =2 (131 ... 160):

WB—2 48p° 3
18, d=—==eq—ng . B=55.
_ ab—ps a®—b? a®+4ab-|- b*
132. A= T m2ab -0 " atab % a v
at—16  2a-+b _3—d
e o o 1 e R TR
__ a®49a%+20a | a®4Ta4-10 i
T S e s v S
20—3 bad—3a—T o*+5e—2U
L T, S e pa o
_ 2a%--3ab—2b* a®—8b% | 2g%—D5ab--2b2 b
16 A=Z o Tl F T ton afmte 0otk
_af—=9% faf3 2a—8 i
137. A—-—- 5&3&] ( 10“‘ - ab; )s B ia b.
138 A—( mi-f-dmnt-dmn® | (m+2a) | mP—dn? ==
C U\ BmPn—bmn2—2n3 ° 27m5+n5) 9m? —3Bma—+n? nt
et —4m?2 e+ 2em —8m? _ 4m?
130, A= At el
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1-ba*+a a—a? 1
a0, 1— =
1 1—al g 1—ay ' B (1—a®
il el gy SEEER G, o
: 0 aEwy g T
o 4 da--B da—+35 1
W2, A= o w g, ey L
143, 4= 5126 —3 b 123641 e |
T ¥ 111662 +b—1) 64+ Tb—13 11 (402 803" & 2b+1 "
a1 . a4 4 2 :
e i o I —
e A b | 2 B,
= 3 1 3 1 48
A, A+ —m, ¥ P o)
145 x-F1  Zhd Az Bz " e T 22 —1) °
i Sa 1 x
A6 ol 5 3 o
e TR % qr —2at t 2atax a—x* °
147, d=— 1.’1‘ --i“ - 1-+ y o | iz » =1
weytiz—z | @—2y—1 ' {z—z)z—y)
iy i nimr r*mn ;s
148, 4= —_ : o
- - nifm—rl  ta—r) (n—m {r—mj(r—n) °’ e
149 1_{M | bmyd—qam+4be)® (e~ bmy' A (am - be)?

la-—fy e —m)
B=2ac |- by tam + be).

{a-+b) (e~+m) .

H 24+ 15 2 18 i2¢ 4 15) =
150, A= 5e—7 " 3D %3 " E—T0er BV
51, 4_ +dzf4 52415 424 3afbr—2 Wesn
™ N YN P B T, M= B v iy ey A ety
i I o e e ) A et 1
B2 A== Te—n ' P ey
Lo E——gE Yl —z—a)® (gt
B8 Aw G | GFpi=e wra—a - 2=t
_ 7 -yt zy (g y)— 2002 st —hzy -yt
= ir—y) ' —yH 42222 e iyt
. 5 , af4-bt gt (2 _f &2 g—1 \2
T At i (x-_ ﬂg-l-b") ' B_(_c;) __(_b-_) ’
i _f{ al5 , e4by, a*+45a | a*+5 -
i, 4= (.'Sa—i T et ) *A—5z a4t H=pd;
= f —3 b—3 Tb—4 b2 —14
.. s — . = ipilay
57, = (5=~ ) mom G B=—0+
{1 6ac 1 . 1 1
155 '{_'( Belg?  2r—a ) k ( a'—8c3 a1 2ac—-4e? ) Y
B=1—2c+a.
. e a0y 26 _b—‘lfi B 4& .
180 4= g HETm T =F ) e Y= 5
O m_ ., 12m?—0m 9 L
16G0. A_'_——l"'}—-m']’a i.( oo Ve e e L 3m 0 ) s B=—1

Demuéstrese, para cualelsg;}lera nlimeros positivos ¢ y &, que se verifican

las destguftl(ladc"s (61 . .
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164, (a2 —b2)2 = dab (n—Db12. 162. &% +-4° 2= efbhtall
Bl i atb a b
163, (a--b)* < Ba*+8b%. 164, < ita -+ g

1LaFb
a®4-b3 R( a+b )3
165- 2 - —2—

Demuéstrese, haciendo uso do la desigualdad sobre la media aritmética y la
media proporcional, que cualesquiera niimeros positivos a, b y ¢ se verifican las
igualdades siguientes (166 ... 168):

be ac ab .
— e L Ry s .

166, —F——+—>atbte

167. (a4 &) (b+c) {a+c) == Babe.

168, a%--b%+e? == ab -} be-f-ac.

169, Demuésirese gue para cualquier nimero real ¢ se verifica la desi-
gualdad

(:2+1}:;.—g:%‘rﬂ

170. Demuéstrese qua si @ >= & > ¢ > 0, entonces

] b Y
171. Demuéstreso que si 4y >0, a;> 0, ., ., 0, =0y a + a, 4 ...
-4 a, =1, entonces

s A
ad4-a2-} ... 4-ab = =

Demuéstrese que para cualquier » natural se verifican las siguientes desi-
gualdades (172 ... 173):

1,1 ,1 1
172, gttt <2

-
1.2:3

Demuéstrese que para cualquier m y p natural se verifican las siguientes
desigualdades (174 ... 176):

1. 4 1
— e e e 315 o
178, 2+ b oo <2

1 1 1
e GImry T omIy T wId e
: 1 1
T EmE R R AED A
{ 1 f P
17 m41 . m—42 I my3 -+ m+p - ™ p’
176. L X

1 1 1
S My e e e o
Demuéstrese que liﬂm n 2 2 (n es cualquier nimero natural) se verifican
las siguientes desigualdades (177 ... 184):

. n 2 211 9 2 n
170 > 418, <=, M. < (3).
180. T:T'€ 2,3.1 . 181 [n[)=<[_f."_til_g(2'=ﬂ]ﬂ,

o nt< (LF2)" asm L2l 3 L Bt

2 “i.T". 2n 12n+1
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1 ¥ e B 5 .
Wl ZFZ TREs T HRET

Descomplénganse, segin la [drmula del binomio de Newton (185 ... 187k
g 6 £ iy _
185, (a i%) . 86 a—12)7 187 fa— ) BE(a+ VDR

- Hélieiis i(‘.l séptimo término en la descomposicin del binomio de Newton
{188 . .. 191);

188, (2-+b19. 189, (Sa—2)10. 190 (a~2a)u. 191, ( —+3a]
Haillense todos los &, para cada uno da los euales el coefwlsnte de ek en el
desarrollo del -binomio de Newton es un ntmero racional (192 ... 194):

192. (3 B45 2-2)9. 193, (Y 2—} 32 194, (3 Tra+'372 2}103.
Hallese el coeficiente de z® de los siguientes polinomios (195 ... 200):

s _ _
195, (z+ z] o 196, (22— AV, 197, (14 z—12)8,

198, (1 —2rL 2% 199, (1 —=)2.(2-2)5. 200, {1+422)% (z—14)7.

Escdjanse los nimeros 4, B, € de tal manera que se verifiquen las siguien-
tes ignaldades idénticas 201 . 205);

201, %+ 223 — (Uz%— zz+15 =(z+1) {#3+ Az 4 Bz ().

202, 3x®--a%-—3r + 1 = (22 1) 32+ 4224 Bx4-C),

B i 3

208 2 phr—1 4 B , ¢
Tt | hrt 23z 15 T z4-1 ' x-l SRk r+5
r?—1 4
04: A F 5L 3z —0 z—1 + x—l-:} T } e -
205, —2z 41 4 | Bz4cC

LI P P 41 U 2z
l-Iéllensu, aplicando el esuema de Hornr—:r, el cociente y el resto af dividir
por (z + 1) los siguiontes polinomios (206 . .. 211):

206. 2% -+ 9z° 4 327 |- 16.

207, t4r — 4 + 2721 — 927, 208. 2° — Tz — 6. 209, z* 4 1822 — 30.

210. 4 {z + B) {z 4 6) (x 4+ 10) (x + 12) — 3232

201, (2% + 4z - 18)* - 3z (22 — 4z 1 8) 4 3.

Cercidroso, aplicando el esquema de Iorner, de gue tanto el nimero (—2)
como el numero { son raices de los siguientes polinomios (212 . .. 214):

212, (222 A QP — 12, 23, (1) (24 2+ 2) — 12,
214, 22 + T2% — 22? — 13z 4 6.
215. Cercidrese, aplicande el esquoma de Horner, de que el polinomio

(«% + 4z + 3) (22 + 12z + 35) + 15

#0 divide por el polinomio (z + 2} (¢ 4 6} y héllese el cociente,
216. Corciorese, aplicando el esquema de Horner, de que el polinomio

P — 2% + 162 — 320 + 48z — 32

so divide por el pelinnmio {z — 2

217, ¢8e dividird el polinomio {z* — 10z% 4- 16) 4 (z* — 1122 4 24) por
el polinomio (7% — 8)?

218, Demuéstrese que la suma de potencias iguales ™ -+ ¢™ no es divisible
por la diferencin entre sus bases z — e.

219. Demuéstrese que la diferencia entre potencias iguales impares z%+! —
— 3+ no es divisible por la suma de sus bases x + .
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220. Demudstrese que la suma de potencias iguales pares 22t 4~ ¢ no o3
divisible por la suma de sus bases z 4 .

221, Hallense las rajces enteras del polinomio x? — 23 — 2z? + 4xr — 24.

Demuéstrese, empleando el mélodo de induccién maternitica, que para
cualquier n natural se verifican las siguientes igualdades (222 . .. 241):

2 s g B,

2 -
203, 424204804 .., p2 = 2lEHDEOFD

224, 2*+4ﬂ+82+...+(2r¢;==-«2—1‘i“—t%lm

225, 1=+a=-;~52+...+(2n~1)==—"—{2“—-:~’§”ﬁ?-‘*-”-

226. 1:2+42:843-4+ ... 0 (ntt) = 2D HD
227, 1-2-84-2-3:4+3-4-54 .. .4n (n41) (n4-2) = 201D ‘-"jg) (rtd)

228, 1.234-2-304-3:434. .. 4(n—1) nﬂ:"_("‘_“%)ziﬂ

229, 1942543 4 ...+n3=[L2+1-L]2,

230. 3+32+33+‘__+3“=~3_{3ﬂz;n"

234, 2.204+3.21. £ 4224, ..+ (n4-1).2n-3 — p.2n.

o b i : -
By taa it Y ernere —Tern

1 2 3 o n-4-2
gty b=

2m -
143 . % 2n—1 2n—3
sty Ol W | ey
BE g bt g =gy
1 1 1 i "
2 g TR v e ta— e 1 °
236, i \ 1 . 1 i, | 1 __n
110 T 1019 T 4928 T T (G =8)(9n+- 1) Un-p1 °
1 1 1 1i n
v o —
Bl.smtmmtomst Yoty - ST
1 % 4 ;- 1 _n
238. 1-3 7338 T §og Tree T @n—1) @+ 1t — Zu+1°
1 ; B2 32 n _nint1)
G T T R e e v
1 e ; 1
2l 1.2.3 + 2.34 ' 345 T vwerp ninttint2
Y- WA .
T2\ Do+ /¢
1 2 3 n
£ = i3 s
e v o g g T R vise v T o e T
nin+1)

TR ey

30382 111



Demudstrese (por el método de induceidén matematica) que para cualquier n
natural se verifican las siguientes desigualdades (242 .., 244):

i 1 1 i 1
2. ++gwtgt . tepFE <iarre
p—— 1 1 1 1 i
243, 2 41 = 4 — ="« .‘!“"_"—-'_ / 15
Vont1 Vityitva + Vi >V rt

264, (al) 2> (1)’1

24,

3
Demuéstrese que para todo n 2= 5 (n es un nimero natural) se verifica

fa desigualdad 2% == n®, pui F

246. Demuéstrese que para todoe n natural {(n == 3) se verifica la desigual-
dad n! o> 20-L

Demudéstrese que para cualquier n natural:

247.
248,
249.
250.
2.
262,
253.

254.

255.
256.
257.
258,

Tl numero »® -+ 5n es divisible por 6.

il nimero n® +- {(n 4 1)® + (n - 2)* es divisible por 9.
El niraero 47 - 152 — 1 es divisible por 9.

El nimero 32" — 1 se divide por 27+* y no se divide por 2"+,
El nimere »® — r se divide por 30.

El nimero 42" — 3™ — 7 se divide por 84.

El numero 62% 4 197 — 2%+ se divide por 17.

EY niimero 4#04+1 | 3742 g9 divide por 13,

El nimoro #? {;‘4 — 1) se divide por 60,

Il nimero 8n5 -F 1608 4 100 — ' r se divide por 30,
E]l nimero 20741 4 187+ — 37+ — 1 ge divide por 323.
El numero (2n)® 4 20 {2n) se divide por 48.



CAPITULO

111

ECUACIONES ALGEBRAICAS
Y DESIGUALDADES

Sean dados dos polinomios 4 y B. Si se plantea el problema
{cap. II) de resolver la ecuacién A = B, se dice que esti dada la
ecuacidn algebraica A = B. 8i, en cambio, se pide resolver la desi-
gualdad 4 > B (4 << B, 4 > B, 4 < B), se dice que esti dada la
desigualdad algebraica 4 > B (4 << B, A > B, A < B).

En este capitulo se cstudian solamente las ecuaciones y desi-
gualdades algebraicas. Por eso, en lugar de las palabras «ecuacién
algebraica» escribiromos simplemente ¢ecuaciény, y en lugar de las
palabras «desigualdad algebraica», simplemente «desigualdady.

§ 1. Ecuacién con una sola incégnita
Conceplos principales y definiciones. Supongamos que se pide

resolver la ecuacién
R (x) = Q (2), 1)

donde R (z) y Q (z) son polinomios enteros (véase el cap. T1) res-
pecto de la letra z; entonces, z se denomina letra mmedgnita o, sim-
plemente, incégnita, y la ecuacion (1), ecuacién algebraice con una sola
wncdgnita.

Por cuanto el CVA de los polinimios R (x) y ¢ (&) se compone
de todos los niimeros reales. el problema sobre 1a resolucién de la
ecuacion (1) puede enunciarse asi: hdllense todes los valores numé-
ricos de la incignita x, cada uno de los cuales convierte lo ecuacion (1)
en una igualdad numérica justa. Todo nimero de este género se llama
raiz o solucion de la ecuacién (1). Por eso, resclver la ecuacién (1}
signifiea determinar el conjunto de todas sus raices.

Si el conjunto de todas las rajces de la ecuacion (1) consta de k

ndmeros x,, ,, ..., zz. entonces se dice que la ecuacién (1) tiene
s6lo k raices x4, @4, .. .. . es decir, el conjunto de todas lag solu~
ciones de la ecuaciin {1) es el conjunto M = A5 B s zp )

8i el conjunto de todas las rafces consta solamente de un nimero z,,
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se dice, ademas, que la ecuacién (1) tiene le dnica raiz o la dnica
solucidn x,.

En el caso en que el conjunto de todas las raices de la ecuacién (1)
es un conjuntoe vacio se dice, que la ecuacién (1) no tiene raices.

Por ejemplo, os evidente que la ecuacién z* + 1 = —(z* + 1)
no tiene raices, pues la ecuacién no se convierte en una igualdad nu-
meérica que se veritica, cualquiera que sea el valor numérico de la
incégnita z.

Examinemos ahora la ecuacién algebraica mds simple con una
sola incignita

x=a, (2)

donde & es un namero fijo determinado. Es obvio que esta ecuacion
elemental tiene la dnica raiz, que es el nimero @, por lo cual el con-
junto de todas las raices de la ecuacién (2) consta de un solo nimero «.

Sin embargo, no on toda ecuacion algebraica con una incdgnita
la cuestion sobre el conjunto de todas las raices de la misma es tan
evidente como en los dos ejemplos examinados més arriba. Por regla
general, para determinar el conjunto de todas las raices de una ecua-
¢ién, esta 7ltima se reduce mediante los pasos equivalentes (véase
mis abajo la definicién de paso equivalente} a una ecuacidn o al con-
junto (sistema) de varias ecuaciones (véase mas abajo la definicién
de conjunto de ecuaciones), cada una de las cuales es o bien una
ecuacién slemental del tipo (2), o bien una ecuacién de la cual pode-
mos decir que a ciencia cierta no tiene raices.

En este parrafo se estudian los sjemplos de pasos equivalentes,

Sean dadas dos ecuaciones algebraicas con una sola incdgnita
Rz =0 (2)y S (z) = T (z). Estas ecuaciones se denominan egui-
valentes, si cualquier—raiz de la primera ecuacidn es raiz de la segunda
ecuacién y, viceversa, si cualquier raiz de la segunda ecuacidn es
raiz de la primera. En virtud de esta definicién, son equivalentes
cualesquiera dos ecuaciones que no tienen raices.

La sustitucién de una ecuacién por otra, equivalente a la pri-
mera, se llama paso equivalente de una ecuacion a otra. El paso
equivalente de una ecuacién a otra se denota mediante una flecha
doble <=>. La notacion

Riz)=Q@) =S @) =T

significa que las ecuaciones R (z) = Q (z) y § (x) = T (z) son equi-
valentes.

Demos a conocer algunas afirmaciones, con ayuda de las cuales
se realizaran los pasos equivalentes.

1. Las ecuaciones B (x) = Q (z) vy R (z) — Q (x) = 0 son equi-
valentes,

2. Las ecuaciones R (z) = Q {z) ¥ R (x) + a = Q (z} + o son
equivalentes para cualquier nitmero real w.

3. Las eruaciones R (z) = Q (z) ¥ oR (x) = aQ (x) son equiva-
lentes para todo nimero real o distinto de cero.
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4. Supongamos gue se sabe que para cualquier nimero real z se
verifica la igualdad R (z) = T (z), entonces serin equivalenies las
ecuaciones R (2} = Q () y T (z} = Q (2).

Las demostraciones de la validez de estas afirmaciones son
semejantes, razén por la cual demostraremos, por ejemplo, sélo
la afirmacion 2. Sea el ndmero z, una raiz de la ecuacion R (z) =
= Q (z). En este caso serd vilida la igualdad numérica R (z;) =
= Q (z,). Por cuanto la validez de la igualdad numérica no se per-
turba al adicionar a ambos miembros de ella un nimero real cual-
quiera (véase el cap. II), entonces queda licita Ja igualdad numé-
rica R (z)) + @ = Q (z;) + «. La validez de esta igualdad numé-
rica significa que el nimero z; es la raiz de la ecouacién R (v) 4 o =
= Q (z) + . Por cuanio ial razonamiento puede realizarse para
toda rajz de la ecuacién R (z) = @ (z), entonces con ello queda
demostrado que cualquier raiz de la ecuacién R (z) = @ (z) es tam-
bién raiz de la ecuacién R (z) + a = @ (z) + o.

Mostremos ahora lo conirario. Sea el numere z, una raiz de la
ecuacién R (z) + o = @ (z) + «. En este caso serd vélida la igual-
dad numérica R (z,}) 4+ o = @ (z,) + @. Sumemos a ambos miem-
bros de esta igualdad numérica el ntimero (~a) y obtendremos que
se verifica la igualdad numérica R (x,) = Q (z,}, de donde se des-
prende que z, es la rajz de la ecuacién £ (z) = @ (x). Como tal razo-
namiento puede realizarse para teda raiz de la ecuacién R () +
+ @ = @ (z) -+ «, entonces queda demostrado que cualquier raiz
de la ecuacién R (z) + o = @ (z) + o« es también raiz de la ecua-
cién R (z) = @ (x).

De lo demostrado se deduce que si la ecuacion R (z) = Q (z}
no tiene raices, tampoco las tendra la ecuacion R (z) 4 & = @ (2) +
+ . Efectivamente, supongamos que la ecuacién R (z) = Q (2}
no tiene raices, mientras que la ecuacion R (z) + ¢ = Q (z) +
tiene por lo menos una raiz. De la condicién de que la ccuacion
R (2) + o = @ (2) + o tiene una raiz proviene, de acuerdo con
lo demostrado mas arriba, que {ambién tiene raiz la ecuacion R (z) =
= @ (z), lo que contradice la suposicién. Quiere decir, si la ecuacién
R (z) = Q (x) no tiene raices, tampoco las ticne la ecuacién R (z) -
+a = Q (x) + a.

De modo anilogo se muestra que si la ecuacién R {(z) 4 o =
= Q (z) + @ no tienc raices, la ecuacion R (z) = Q (z) tampoco
tiene raices.

Asi pues, se ha mostrado que en este caso las ecuaciones R (z) =
=0@ v R (z) + =0 )+ a son equivalentes, con lo cual
queda domostrada completamente la afirmacién 2.

i Sea dado un polinomio 2 (z} de grado n, entero respecto de la
etra a1

PR =aa"+ az" 14 ...+t a, (@70, @

donde con lag letras a,, @y, . . ., @y_y, @, se denotan ciertos nime-
ros reales fijos que se denominan coeficientes del polinomio P (z),
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De las afirmaciones 1 y 4 se deduce que cada ecuacion algebraica
con una sola incégnita puede reducirse a la forma P (z) = 0, y por
esta razon serd suficiente examinar sélo la ecuacion

P(z) =0, (4)

donde P (x) es un polinomio de tipo (3). Toda ecuacion de este género
se llama ecuacién algebraica de grado n.

De la definicién de raiz del polinomio P (z) (véase el § 5, cap. IT)
y de raiz {solucién) de una ecuacién algebraica se desprende que
cualquier raiz del polinomio P (z) sera raiz (solucién) de la ecua-
cién (4). Por consiguiente, la determinacidn de todas las raices (solu-
ciones) de la ecuacién (4) se reduce a hallar todas las raices del poli-
nomio P (r). Sélo so debe tener en cuenta que durante la determi-
nacién de las raices de la ecnacién (4) no se toma en consideracidn
1a multiplicidad de la raiz del polinomio P (z). Por ejemplo, el
polinomio P {r) = 2* — 22 4 1 tiene la raiz z; =1 de segundo
orden de multiplicidad, mientras que la ecuacién z* — 2z - 1 =
tione la tinica raiz (la Unica solucién) z, = 1. Sabemos bien que la
determinacién de las raices de un polinomio es un problema com-
plejo. Es por eso que se analizardn agui sélo aquellos casos en que
se logra hallar todas las raices del polinomio, es decir, resolver la
ecuacion {4).

Ecuacién de primer grado. Analicemos el caso en que P (x)
es un polinomio de primer grado, es decir, examinemos la ecuacion

az+a =0 (g,=0. (5)

En virtud de la afirmacién 2, la ecuacién (5) es equivalente a la

ecuaciin
a,r = —a; {a, 7= 0). {6)

Por cuanto a, = 0, de acuerdo con la afirmacién 3, la ecuacién
(6) es equivalente a ]a ecuaci6n

z=—-=L  (g50), (7
o

Todos los pasos equivalentes de la ecuacién (5) a la (7) pueden ser
escritos mas brevemente en forma de la cadena siguienle de pasos
equivalentes:

g2+ ay= 0 (g, 7 0) <= agr = — a, (g, = 0) <>z = —%(%%0)-

IYa & . ;o
La ecuacién elemental z= —a—i tiene una rafz Wnica que es el
o

5 N sps ; s

nimero { ——}. Gomo la ecuacién (5) es equivalente a la ecuacion
o

elemental (7), entonces la ecuacién (5) tombién tiene una sola rajz,

I3 i@
que es el niimero (— a—l-)
0
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De este modo, la ecuacidn de primer grado (5) con una sola

. 7 = ity
incégnita tiene una sola raiz x = —_-

0
Para resolver ecuaciones algebraicas de grados méas elovados se
necesitard el concepto de conjunto (sistema) de ecuaciones. Sean

dados m polinomios P, (z), P, (x). ..., Py (z). Se dice que estd
dado el sistema de m ecuaciones algebraicas con una sola incdgnita
Pi(zy=0, Py{e)=0,..., Prlx)0, (8)

si se necesita encontrar todos los valores numéricos de la incognita z,
cada uno de los cuales es la raiz de por lo menos una ecuacion de
dicho sistema (8) (las ecuaciones del sistema se escriben, habitual-
mente, en una linea).

De este modo, resolver un sistema de ecuaciones (8) significa re-
solver cada ecuacién P; (x) = 0, donde i = 1, 2, ..., m, es decir,
encontrar los conjuntos Ny, ¥, . . ., N, de todas las raices de cada
una de las ecuaciones y luego tomar la unién de estos conjuntos.
Esta union N = N, |J N, U ... |J ¥, serd el conjunto de todas
las raices del sistema de ecuaciones (8}, y todo nlimero, perteneciente
al conjunto &V, se denominara raiz o solucion del sistema {8). Si el
conjunto N se compone de & nimeros: x,, &, . . ., 2, Suele decirse
que el sistema de ecnaciones (8) tiene sélo k raices z,, xp, . . ., Ty}
si, en cambio, el conjunto .V se compone de un solo nimero z,, se di-
ce que el conjunto de ecuaciones (3) tiene la rinica raiz z;.

Surge frecuentemente la necesidad de realizar el paso equiva-
lente de una ecuacion al sistema de ecuaciones Diremos que la

ecuacion
Pz)=10 (4)
es equivalente al sistema de ecuaciones
Pile)=0, Pyle)=0, 0.0y Pule) =0, (8)

siempre que cualquier solucidn {cualquier raiz) de la ecuacion (4) sea
solucién (raiz) del sistema (8), y, vieeversa, cualquier solucidn
(cualquier raiz) del sistema (8) es solucidn (raiz) de la ecuacion (4).
La sustitucién de la ecuacion (4) por el sistema (8), equivalente a
(4), se llama paso equivalente de la ecuacién (%) al sistema (8).

Por ejemplo, la ecuacion

(Bz+44) (— 72 4+2) (22— B} (— 122 —16) =0 (9
es equivalente al sistema de ecuaciones
3z44=0, —Tz4+2=0, 22—} 5=0, —12r—16=0.

En efecto, cualquier raiz de la ecnacién (9) reduce a cero por lo
menos uno de los polinomios (3z + 4), (—7r + 2), 2z — V'5),
{—12x — 16), es decir, es la raiz de al menos una de las ecuaciones
de] sistema y, viceversa, cualquier raiz del sistema reduce a cero por
lo menos uno de estos polinomios, es decir, satisface la ecuacién (9).
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El sistema de ecuaciones tiene solamente tres raices: T = —--g-,

2 i S " .

Ty =, Ty = ‘—2~ Por consiguiente, debido a que el paso es equi-
valente, las raices citadas, y sélo ellas, son raices de la ecuacion (9).
Estudiemos una ecuacidn algebraica de segundo grado, es decir, la

gcuacién
az® + bz +e=0 {a+#0), (10)

Se ha acostumbrado llamar estas ecuaciones cuadrdticas. El po-
linomio az® - bz 4 ¢, donde a == (1, se denomina, corrientemente,
trinomio de segundo grado; el nimero a {a s 0) que preceds a z* se
llama primer coeficiente; el nimero b, que precede a z, segundo coefi-
ciente y el ntimero ¢, término independiente. Ademds, el nGmero
D = b* — 4ac se llama discriminante del trinomio de segundo grado
¥, también, discriminante de la ecuacién cuadrética (10).

Efectuémos una transformacién idéntica del trinomio de segundo
grado. Por cuanto a 55 0, se verificari la siguiente igualdad idéntica

a4 bz-c=a (m2+§x+%).

Apliquemos ahora la transformacién idéntica que lleva el nom-
bre de «formacién de cuadrade perfecton:

exdoriorrad s ()= (3) i
~ (s o) = (o )

b V2 bP—dae b y2 D
=(3t5) —F=(2+2) — 5=

En definitiva llegamos a que resulta valida Ja siguiente igualdad
idéntica:

axi-bxrte=a [(x +—2%)2—~%] {a==0).

En virtud de la afirmacion {4), la ecuacion (10) es equivalente a la
ecuacion

a[(r45) '~ |=0 (@=0), (1)

¥, en virtud de la afirmacién 3 (tomando en consideracién que a 5%
# 0), resulta que la ecuacién (11} es equivalente a la ecuacidn

(s+&) =m0, @ro) &
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En una forma més breve esto puede escribirse asi:

axt+br4c=0 (a50),

4
a[(x+%)3—%]=o (e 5=y,
0
(x +§t—]2—-2€-§-m0 (a==0),

Segtin sea el discriminante D, son posibles tres casos.
a) D << 0. Por cuanto para cualguier valor numérico z, el niimero

b y2 : s 7 ot

(:c,,-|—§~) €s no negativo y el nimero (-——4-;) » positivo, entonces
4_.12

puede ser igual a cero. Esto significa que Ia ecuacién (12) no tiene

raices reales. Por cuanto la ecuacién (10) es equivalente a la (12),

ella tampoco tendrd raices reales.
b) D = 0. La ecuacién (12) toma en este caso la forma

(= +2—‘;)2=0 (a2 0).

Esta ecuacién es equivalenle a una ecuacién de primer grado

- L 2 z o il
el niimero (:co-f-%%-) — 2 sers también positivo, por lo cual no

b y o
&+ 5 =0f (a==0).
Por consiguionte, si D=0, la ecuacién (12) tendri la tnica rafz
Ty = -—-—2-;- . N
¢) D>0. Entonces, D=()/'D)" y, por esta razén, la expresién
en ¢l primer miembro de la ecuacién (12) puede ser considerada
2 D2
como la diferencia entre dos cuadrades (z+%) y (%) .
Haciendo uso de la formula para la multiplicacién reducida, obten-
dremos la ecuacién

[(+2)+ 52 [(++4)-%2]=0 a0,

que es equivalente a la ecuacion (12). Esta ecuacién es, a su vez,
equivalente al sistema de dos ecuaciones

b ¥D . VD 4,
245t —5—=0 (as£0), t+or——5—=0 (as£0). (13}
Cada ecuacitn en este sistema es de primer grado y, por tanto, segin
lo demostrado més arriba, tiere una sola raiz. Resolviendo cada una
de las ecuaciones del sistema (13), llegamos a que el sistema de ecua-
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ciones (13) tiene tan sélo dos raices
—b+V' D —b—
T ha 2a

Por ser equivalentes los pasos, si D > 0, la ecuacidén (10) serd equi-
valente al sistema (13), por lo cual tiene solamente dos raices, z;
¥ %, que se calculan por las formulas (14).

Asi pues, la ecuacidn cuadrética (10) no tiene raices reales, si su
discriminante ¢s negativo, liene tan sélo dos raices reales, si el diserimi-
nante es positivo y tiene una sola raiz real, si el discriminante es igual
a cero.

Notemos que si el discriminante do la ecuacion cuadratica (10)
es positivo, las férmulas (14) para hallar las raices de esta ecuacién
se escriben, a menudo, en forma de una sola formula

VD 0.  (14)

(a50); r=

i
Zyp= ,_E.izab.ﬂ (a == 0). (15)

Observacién. Si D = 0, se puede considerar quo la formula (15)
queda vilida, as debe retenerse en memoria que en este caso la
ecuacion cuadratica tiene una sola rafz.

Ecuacién cuadritica reducida. Un Lrinomio do segunde grado,
en el cual el primer coeficiente es igual a Ia unidad se denomina
reducido. Se ha convenido generalmente denotar con p el segundo
coeficiente del trinomio reducido, y con ¢, su término independiente,
es decir, un trinomio reducido de segundo grado tiene por expresién
2* 4 px +q

La ecuacion cunadritica de la forma

#4+pr+qg=0 (16)

lleva el nombre de ecuacidn cuadratica reducida.
Es obvio que la ecuacién cuadratica (10) es equivalente a la ecua-
cién reducida correspondiente, a saber,

aa':2--+-?=r.+c=0{aq&0)¢-—>x2—[—%$+%=0(5’-#0)- (17)

Si el discrimnante de la ecuacién reducida (18) es positivo, la fér-
mula (15) para hallar las raices de esta ecuacion toma la forma si-

guiente
Ta=—g & V(%) e (18)

Teorema {de Vidte). Si una ecuacién cuadrdtica reducida z* +
+ pz -+ g = O tiene discriminante positivo, entonces la suma de las
raices de dicha ecuacién es igual a su segundo coeficiente tomado con
signo opuesto, y el producto de las raices es igual al término indepen-
diente, es deicr, si z, Y &, son las raices de la ecuacién z* 4 pz + ¢ = 0,
entonces ¥y + Xy = —pPi Tk = §-
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Demostracién. Por cuanto D > 0, entonces, aplicando la férmu-
Ia (18), obtendremos

wta= (=Y (§) =)+ (- 5=V [§=0) = -
sas= (=44 (3)-0) (31 (3)'—9)=

=

Pt
T
El teorema estda demostrada.
Observacion. Como s¢ deduce de la demostracién, el teorema

de Vidte queda licito para D = 0, siempre que la raiz x; == — —g-se

considere como dos raices coincidentes 2y = — £ y 2, = — g El
teorema de Vidte tiene lugar también para D << 0, mas, en este
caso, a titulo de raices de la ecuacién cuadratica intervienen nitmeros
conjugados complejos (véase el cap. XI).

El teorema de Vidte es de amplio uso en la resolucion de distin-
tos problemas. Veamos uno de ellos. Se require hallar el término
indepeniente desconocido g de la eenacién cuadratica 22 ¢z + g =
= 0, si se sabe que esta ecuacién tiene dos raices reales, z, ¥ Ty ¥
la suma de los cuadrados de dichas raices es igual a la unidad, es
decir, z} + #f = 1. Para encontrar g, apliquemos el teorema da Vié-
te. Resulta vilida la cadena de igualdades idénticas

zy + a3 = o + 257, + 2] — 2z, = (25 4 3,)2 — 22,25,

Y: por consiguiente, 2} + xI = 1 — 2g¢, es decir, 1 — 2¢ = 1, de
donde g = 0.

Ecuacién simétrica de tercer grado. Una ecuacidn algebraica
d_a _tercer grado se denomina simétrica, si tiene por expresion

az® 4 by + br 4 a=0 (a5 0). (19)

Transformemos el polinomio az® + bx® - bz +- a. empleando
con este fin el método de descomposicién de un polinomio en factores.
Es evidente que se verifica la siguient~ cadena de igualdades idén-
ticas:

a® bt bz da=a(® + 1)+ bz +1) =
=afz+ 1)@ m~z+1) 4 br(r+1) =
=@+ Dlalx®—z41) + b2l =
= (z 4 1) [az® + (E.}—-u,}l.t-i-alrII
por lo cual la ecuacién (19) es equivalente a la ecuacion
@+ 1)[ox® + b—a)r+al =0 (@0 (20)
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La ecuacién (20 es, a su vez, equivalente al sistema de ecuaciones:
x+1=0@@s0), a*+ @G —a)z+a=0 (@250, (21)

Por consiguiente, la ecunacién (19) es también equivalente a este sis-

tema. La solucion del sistema (21) se halla con facilidad, puesto

que ésta contiene solamente ecuaciones de primer y segundo grados.
Ejemplo. Héllense las raices de la ecuacioén

28 F bt da 1 =0, (22)
Transformemos el primer miembro de la ecuacion:
PB4t bhr 4l = (P + 1)+ dx (- D=(z+1) %+ 3z + 1)

Es evidente que la ecuacién (22) es equivalente al sistema de

ecuaciones
z4+1=0 224+3x+1=0. (23)
La primera ccuacién del conjunto (23) tiene una sola rafz z;= —1;
; ; ~3-+V'5 ~3—V5
la segunda, sélo dos raices, #p=——7F—— y T3=—F—. Por
consiguiente, el sistema de ecuaciones (23) y, por tanto, ecuacién
dada (22) tienen solamente tres raices x,= —1, .rj=—_—-3_12_—”- v
—3—V5
$3=—2.L*..'

Ecuacién simélrica de¢ cuarlo grado. Una ecuacidn algebraica
de cuarto grado se denomina siméirica, si tiene por expresion

ar! + b 4 et Fbr +a=10 (a==0). (24)

Teniendo en cuenta que a 5= 0, escribamos esta ecuacién en la for-
ma equivalente:

(@4 )~z (@2 )+ 2 22=0 (a=0).

Es evidente la validez de la siguiente cadena de igualdades idén-
ticas:
@D+ L@ )+ o= (@2 )t g @+ )+
+H{E—2)e =@kt 2@ L 0E + () (52— )=
b 9 Bt —da(e—2

La validez de esla cadena predetermina que la ecuacién (24) es equiva-
lente a la ecuacion

(24 Lot BB g @oe0).  (25)
Segln sea el niwero M = b* — 4a (¢ ~ 2a), son posibles tres casos,
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a) M < 0. La ecuacion (25) y, por lo tanto, la ecuacion (24):
equivalente a ella, no tienen raices reales.
b) M = 0. La ecuacidén (25) adquiere en este caso la forma

(x2+%3+1)230. (26)

Es evidente que la ecuacidn (26} es equivalente a la ecuacion
xz~|~ =@ 1= (27)
Por consiguiente, el conjunto de raices de la ecuacidn simétrica
de cuarto grado coineide en este caso con el conjunto de raices de la

ecuacion cuadritica

i gma+1=0 (a0) (28)
¢) M > 0. La ecuacion (25) y, por lo tanto, la ecuacién (24),

equivalente a ella, son equivalentes al sistema de ecuaciones cuadra-
ticas

b+ V B —%a (c—2a)

224 T z4+1=0 (a=£0), (29)
L BE—da (6 — 2a)
it b“zj""’ 2) 24 1=0 (as20), (30)

cada una de las cuales se resuelve con facilidad.
Ejemplo, Resuélvase la ecuacion

Atz +1=0. (31)
Aduzcamos la siguiente cadena de igualdades idénticas:
ittt r =2t - 222 1 - p (224-1) — 322 =

z x\2 x%
=@+ +2@+ )5+ (5) =t — =

__~(32+%+1)2“ 1.-11:2=

=(x24 11218 13:s+:l]( Al ”3 z+1),

de donde se desprende que la ecuacién (31) es equ;valanta al sistema
de ecuaciones

x4 1_'5‘;£1,_;_1=0' :r2+-—»--~——1-;' L =1=0,

La primera ecuacién do cste sisterna tiene =olamente dos rafeces.

13 13 e S
VB4V 2V B—2 —VB—1-—V2 15—
P } ‘f; ¥ g Vi &1 J 13—2 . (32)
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mientras que la segunda ecuacién no tiene raices reales, puesto que
su discriminante es negativo. Por consiguiente, la ecuacién (31)
tiene solamente dos raices (32).
Ecuacion binomia. Una ecuacion algebraica se llama binomia,
si tiene por expresién
Ecuacion binomia. Una ecuacién algebraica se llama binomia,
si tiene por expresién
#—a =0, (33)

Primeramente examinemos la ecuacién binomia (33) en el caso
particular cuando ¢ = 1:

2 —1 =0, (34)

Para n — 1 la ecuacién (34) es un caso particular de la ecuacién
de primer grado y por ello tiene la Gnica raiz z, == 1. Cuando n = 2,
la ecuacidn (34) representa un caso particular de la ecuacién cuadra-
tica con discriminante positivo, por lo cual tiene solamentse dos rai-
ces: x, = 1ya, = —1. Mostremos ahora que para n > 3, para cual-
quier r iwpar, la ecuacién (34) tiene una sola raiz real z, = 1, y para
todo n pm-jla ecuacidn (34) tiene solamente dos raices reales, z; = 1
Y&y = —1.

Sea n un numero natural impar fijo, n = 3, es decir, sea n =
= 2k + 1, donde % es un nimero natural fijo. Aprovechando la
formula de multiplicacién reducida, obtenemos la validez de la
igualdad idéntica (véase el cap. 1I):

R B (N o o e T NP - % 2 ) %

De la valider de esta igualdad idéntica se desprende que, para

n = 2k -+ 1, la ecuacidén (34) es equivalente al sistema de ecuaciones
z—=1=0 2¥*f2®13 4 2*+z+1=0

La primera ecuacion de este sistema tiene la dnica raiz z, = 1,

Ia segunda ecuacidn del sistema no tiene raices reales. Con el fin de

demostrarlo mostremos que para cualquier x real se verifica la de-
sigualdad

T R L S R S R 1 (35)

En efecto, para cualquier z € [0, -+ oo0) la validez de la desigualdad
(35) es obvia. Para cualquier 2 € [—1; Q), al eseribir el primer miem-
bro de la designaldad (35) en la forma

bt )+ FF )+ @+ 1),

nos convencemos de que el primer sumando de esta suma es positivo
v los demés, no negativos. Quiere decir, para cualquier z € [—1; 0)
la desigualdad (35) es valida. Escribiendo el primer miembro de la
desigualdad (35) en la forma

@ b N4t ) o s ve e R D
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nos convencemos de que para cualquier z € (~—oo, —1) todos los
sumandos de esta suma son positivos. Quiere decir, para todo z €
€ (—oo; —1) la desigualdad (35) es vélida.

Asi pues, se ha mostrado la validez de la desigualdad (35) para
cualquier z real y esto significa que la ecuacién

a4t 422 bz241=0

no tiene raices reales. Por tanto, la ecuacién (34) tiene, para n =
= 2k + 1, una sola raiz real 2; = 1.

Sea ahora n = 2k (k es un niimero natural fijo v & > 2). Apro-
vechando la férmula de multiplicacién reducida (véase el cap. II),
llegamos a que se verifica la igualdad idéntica

2R — = (2= ) (@D 4 g2 L Lo Log2 gy,

Por cuanto esta igualdad idéntica es valida, resulta que la ecua-
cién (34) es equivalente, paran = 2k (k == 2), al sistema de ecuacio-
nes

2= 1=0, 2C-D L0 | et Lt 1 =0,

La primera ecuacién de este sistema tiene dos raices, ;= { y z, =
= —1, mientras que la segunda ecuacién no tiene raices reales, pues-
to que para cualquier x real se verifica, evidentemente, la desi-
gualdad

2NN g2k L e et Lt s

Por consiguiente, para n = 2k, la ecuacién (34) tiene dos raices roa-
les: 2, =1y 2, = —1.

Asi pues, cualquiera que sea » impar, la ecuacion (3%) tiene una
sola raiz real z; = 1, y para cualquier n par, solamente dos raices
reales: #; = 1 y oy = —1.

Razonando analogamente, podemos moslrar (véase el § 1 del
cap. VII) que:

— para cualquier e positivo la ecuacidn (33) tiene: 1) una sola
rafz real z; = J a, para cualquier n impar, 2} solamente dos raices
reales, z, = Ya y z, = —} a, para cualquier n par;

— cuando a = 0, la ecuacién (33) tiene una sola raiz z, = 0;

— para cualquier @ negativo se puede mostrar {véase el § 1,
cap. VII) que la ecuacién (33) tiene: 1) una sola raiz real, x, =
= —% —a, para cualquier n impar, 2) no tieno raices reales, cual-
quiera que sea m par.

Ejemplo. Resuélvase la ecuacién

24+ 8 =0
Por cuanto n es impar en este caso (n = 3) y 2 ¢s negativo (¢ =
= —8), la ecuacién dada Liene la Gnica solucion z, = —2,
Ecuacion trinomia. La ecuacion algebraica de la forma
ax®* b bx™ e =0 (36)
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' g denomina frinomia a condicién de que n>2, as~0, b 0,
¢ 5% 0. Cuando n = 2, la ecuacién trinomia se llama, ademas, «ecua-
eién bicuadradan. Al resolver la ecuacién bicuadrada

air* +- bzt +¢c=0 (@a*0) (37)

su primer miembro se transforma por el método de «formacion de
cuadrado perfecton:

w-+bx2+c=a[(z4+2x2—2‘-’;+(%)2) +%—£Ti]m

=af (a4 5 ) "~ ]

En virtud de esta igualdad idéntica la ecuacién (37) es equivalente
a la siguiente

i—dac

q[(xz+;7)2+LFJ=o (a 5= 0). (38)

Es evidente que si b* — 4ac << 0, la ecuacion (38) y, por lo tanto,
la (37), equivalente a la (38), no tienen raices.
Cuando b2 — 4ac = 0, la ecuacién (38) adquiere la forma

b \2
(22 44)"=0 @0, (39)
La ecuacién (39) es, obviamente, equivalente a la ecuacion
P4ae=0 (a5-0), (40)

De este mado, cuando b®—4ac =0, la ecuacién bicuadrada (37)
es equivalente a la ecuacién cuadratica (40), es decir, para ~2%— <0

; i ; b
tiene tan solo dos raices reales, = ]/_'QE Y Z,—= — —u;: :

b o " b . . e
para E=O’ la finica raiz z,=0; para E&_‘}O‘ no tiene raices,

En cambio, si bt—4ac >0, la ecuacion (38) y, por consiguiente,
la (37), que es equivalente a (38), son equivalentes al sisteme de

b®—4ae p—rr:
ecuaciones Iz-i-%—*l/—%:O (a=0), x2+"2%+ ]/'bza dac _

=0 (a=0). Eecribamos esta sistema en la forma equivalente

7 —b—V B —dac
prew SOV ERR (o), g ZEmVISHE gor0).  (a)

Por cuanto los niimeros que figuran en los segundos miembros de las
ecuaciones del sistema (41) son raices de la ecuacion cuadritica

at* + bt +e=0 (as<0), (42)
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gue tiene discriminante positivo D = &® — 4ar, entonces el sistema
de ecnaciones (41) puede ser escrito en la forma;

2=t (a#0), at=1, (2%0), (43)

donde {, ¥y ¢, son raices de la ecuacién (42).

Hemos mostrade, pues, que para resolver la ccuacién bicuadra-
da (37) se debe resolver al principio la ecuacién cuadritica (42),
con la particularidad de que, si la ecuacién cuadritica (42) no tiene
raices reales, es decir, si su discriminante es negativo, la ecuacién
(37) tampoco tendra raices; si el discriminaute de la ecuacion (42)
es nulo, la ecuacion (37) serd equivalente a la ecuacién cuadritica
(40} que se resuelve con facilidad; por fin, si el discriminante de la
ecuacion (42} es positivo, la ecuacidn (37) serd equivalente al siste-
ma de ecuaciones {41). Cada una de las ecuaciones del sistema (41)
es cuadritica, razén por la cual las raices de dicho sistema y, por
consiguiente, las raices de la ecuacién (37), equivalente al sistema
citado, se hallan ficilmenle.

Ejemplo. Resuélvase la ecuacién bicuadrada
#*—z2*—6 =0, (44)

Con el fin de resolver la ecnacion (44) resolvamos al principio la
ecuacion cuadrdtica ¢* — ¢ — 6 = 0. Las raices de esta ecuacidn

son £, = —2, t, = 3. Por eso, la ccuacion (44) es equivalente al
sistema de ecuaciones

Xt = --2, .'£3 = 3
La primera ecuacién de oste sistera no tiene raices reales, mientras
que la segunda tiene tan solo dos raices: &, = /3 y 2, = —1/3.
Quiere decir, la ecuacién (44) también tiene solamente dos raices:
< it
xl-_’—Vay.‘C.z=——]’3. - . i
Cuando 7 >> 2, para resolver la ecuacién trinomia
az®™ + b fc =0 (a=%0),

el primer miembro de ésta también se transforma por el método de
«formacién de cuadrado perfecto»

a¢2“+bz“+c=a[(x”+—2%—)z—%f‘—c]. (45)

En virtud de esta igualdad idéntica, la ecuacidn (36) es equivalente
a la ecaacién

ay b2 b2—4 .
(e +27) =2rs  (as=0), (46)

Es evidente que si 6* — 4ac <C 0, la ecuacién (46), y, por tanto, la
ecuacion (36) no tienen raices.
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8 B — dac = 0, la ecuacidon (46) es equivalente a la ecuacion
binomia
=0 (@#0). (47

Por consiguiente. cuando b* — 4ac = 0, la ecuacién trinomia (36)
es equivalente a la ecuacién binomia (47), cuya resolucion fue exa-
minada en el punto antecedente.

£n cambio, si b® — 4ac > 0, la ecuacion (46) es equivalente al
sistema de ecuaciones hinomias

b e . b =) :
In+§;—'l—%—ai-—-0 (a=0), IT'TE-]-LT—‘::O {as=0),

(48)

cuya solucion, como se mostrd mas arriba, puede ser determinada.
Ejemplo. Resuélvase la ecuacién trinomia

rt4 32t + 2 =0. (49)

Puesto que la ecuacion dada es equivalente al sistema de dos ecua-
ciones binomias
B 4+2=0 24+1=0,

entonces, resolviéndolas, obtendremos que la ecuacion (49) tiene so-
lamente dos raices reales, &, = —/ 2 ¥ &y = —1.

Observacién. lemos mostrado mas arriba cémo se resuelven
cualquier ecnacion de primer grado y cualquier ecuacién cuadratica
y se obtienen las férmulas correspondientes para determinar sus
raices. En lo que se refiere a las ecuaciones de grado superior a dos,
sa examinaren algunos ejemplos sueltos. Esio se debe a lo siguiente:
aunque existen formulas para resolver las ecuaciones de lercer ¥
cuarto grados, ellas son demasiado engorrosas v por esla razon se
emplean muy raras veces. mientras gite para las ecuaciones de gra-
dos quinto y superiores tales formulas no existen en general. Al
mismo tiempo cabe notar que si todos los coeficientes del polino-
mio P (z) en la ecuacion (4) son nimeros enteros (o racionales), en-
tonces para la determinacion de las raices enteras (o racionales) de
la ecuacién (4), puede aplicarse el teorema sobre las raices enteras
{o racionales) de un polinomio (véase el cap. II).

§ 2. Desigualdades con una sola incognita

Coneeptos y definiciones principales. Supongamos que su pide
resolver la desigualdad

R () > Q (2) lo bien R (z) << @ (). (N

donde R (x) y Q (x) son ciertos polinomios, enteros (véase el cap. 11)
respecto de una letra z. La letra x se llama desconocida o, simplemen-
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te, incégnita; la desigualdad (1) lleva el nombre de desigualdad alge-
braica con una sola incégnila.

Por cuanto el CVA de los polinomios R (z} y @ (2) se compone de
todos los numeros reales, el problema sobre la resolucion de la desi-
gualdad (1) puede enunciarse asi: hallense todos los valores numé-
ricos de la letra z, cada uno de los enales convierte la desigualdad (1)
en una desigualdad numérica que se verifica. Cada valor numérico
semejante recibe ¢l nomhre de solucién de la desigualdad (1). Por
eso, resolver la desigualdad (1) significa hallar el conjunto de todas
sus soluciones. Si resulta que el conjunto de todas las solucicnes de
la desigualdad (1) es un conjunie vacio, se dice que la desigualdad (1)
no tiene soluciones.

Dos desigualdades algebraicas R (2) >Q () v 7 (x) << S (2)
se denominan eguivalentes, si cualquier solucién de Ia primera de-
sigualdad es también solucién de la segunda y, viceversa, cualquier
solucién de la segunda desigualdad es solucion de la primera. En
virtud de esta definicién, son equivalentes cualesquiera dos desi-
gualdades que no tienen soluciones. La sustituciéon de una desigual-
dad por otra, equivalente a la primera, recibe el nombre de paso
equivalente de una desigualdad a la otra. El paso equivalente suele
designarse con una flecha doble <. La escritura

R =0 gD lH< 82

significa que las desigualdades B (2) > Q (z) v 7 (z) < & (z) son
equivalentes.

Demos a conocer algunas afirmaciones con cuya aynda se reali-
zardn los pasos equivalentes, '

1. Las desigualdades R (z}>Q () y R (x) — Q{z) >0 son
equivalentes.

2. Las desigualdades R (z})>Q (x) y R () + o0 > Q@ +a
son equivalenles pare cualguier nimero real o.

3. a) Las desigualdades R (z) > Q () y a R () > af (z) son
equivalentes para cualquier niimero posilive «.

b) Las desigualdades R (z) > Q (z) y aR (@) < oQ (z) son equi-
valentes para cualguier niimero negativo a.

4. Supongamos que se conoce que para cualquier mimero real z se
verifica la igualdad R (z) = T (), entonces son equivalentes las de-
sigualdades R (z) > Q (z) vy T (z) > Q ().

Por cuanto las demostraciones de dichas aflirmaciones son simi-
lares, demostremos sélo la afirmacién 1. Sea x, una solucién de la
designaldad R (z) > Q (x), es decir, supongamos que se verifica la
desigualdad numeérica R (z,) > Q (x,). Entonces, de acuerdo con lg
propiedad de las desigualdades numéricas, se verifica también la
desigualdad numérica R (z,) — Q (x;) > 0. La validez de esta de-
sigualdad numérica significa que el nimero z, es solucion de la de-
sigualdad R {x) — @ (z) > 0. Por cuanto semejante razonamiento
puede efectuarse para cualquier solueién de la desigualdad R (x) >
> Q (z), entonces cuvalquier solucién de la desigualdad R (z) >
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> Q (x) serd también solucién de la desigualdad R (z) — @ {x) > 0.

Mostremos, ahora, lo contrario. Supongamos gue el nimero z, es
una solucién de la desigualdad R (z) — 5 (&) > 0, es decir, gue se
verifica la desigualdad pumérica R (z,) — Q (v,) > 0. De la vali-
dez de la iiltima desigualdad proviene la validez de la desigualdad
numérica B (z,)=> Q (23} y esto significa que el nimero z, es la so-
lucién de la desigualdad R (z) > @ {z). Por cuanto semejante razo-
namiento puede llevarse a cabo para toda solucion de la desigualdad
R (z) — Q (#) > 0, cualquier solucién de la desigualdad R (z} —
— @ (r) > 0 es también solucién de la desigualdad R (2) > Q (»).
Quiere decir, si cada una de las desigualdades R (z) > Q (z) y
R (z}) — Q (x) > 0 tiene solucién, ellas son equivalentes.

De lo demostrado se deduce que si una de las desigualdades
R {z) > Q (z) ¢ R (z) — Q (z) > 0 no ticne soluciones, la otra tam-
poco las tiene, es decir, en esto caso las desigualdades R (z) >
> Q (z) y R (x) — Q (z) > 0 son también equivalentes. La afirma-
cién 1 esti demostrada.

De las afirmaciones 1 y 4 se desprende que cada desigualdad
algebraica puede ser reducida o bien a la forma P (z) > 0, o bien a
la forma P (z) << 0, por lo cual resuita suficiente analizar sélo las
desigualdades del tipo

P)>0 (2)

P @) <0 3)

donde P (2) es un polinomio de grado #, entero respecto de la letra z,
es decir,

P (x) = apx" 4+ @3" 1 4 o0 + @5z + a5 (a = 0).

Las desigualdades de esta indole se denominan desigualdades al-
gebraicas de grado n.

Desigualdades de primer grado. Método de intervalos. Supongamos
que se pide resolver la desigualdad

agz - a;, >0 {ag 7 0), {4)
1a cual sp denomina desigualdad de primer grado. En virtnd de la
afirmacion 2. la desigualdad (4) es equivalente a la desigualdad

agz > —ay  (ay #0). )

Examinemos los casos de ¢y > 0 y ¢, < 1. Sea ap > 0, entonces,
teniendo presente la afirmacién 3a), la desigualdad (5) es equivalente
a la desigualdad

¥

a>—2t (g #0). (6)

Es evidente que cualquier z del intervalo (— ::—‘, +oo) satisface
1a desigualdad (6). Por consiguiente, el conjunto de todas las solu-

132



ciones de la desigualdad (6) es el intervalo (—-E-‘» v |- 00) (fig. 11),
n

Por cuanlo la desigualdad (4) es equivalente, para ¢, >0, a la

desigualdad (6), el conjunto de todas las soluciones de la

desigualdad (4) también serd el intervalo ( —}f—‘—. --i---oo). Todos

los pasos equivalentes de la desigualdad (4) a la desigualdad (53} vy,

Gt il
. trrd
=iy &
Fig. 11

luego, a la desigualdad evidenle (6) se escriben mas brevemente en
forma de la signiente cadena de pasos equivalentes:

a4 a, > 0(ay, > 0) ez apz >—a, (2> ) <= 2 >— -;‘T‘ (ag>0),
Anilogamente, se verifican las siguientes cadenas de pasos equiva-
lentes:

aum+al>0{ao<0)¢=‘.>au.-r>—al(ao-(()):b:r-::—-:—-’- (&g < ;

ao:c—|—a1<0(ao>0}¢:>aoa:<—a,(ao>0)<=;~;t<—%§-(an>0):
g+ g << 0 (ay << 0) = apr << — g (@, << () <> :>-~— ity << ).

A parlir de la altima desigualdad en cada una de estas cadenas se
halla ficilmente el conjunto de lodas las soluciones de la primera
desigualdad de la cadena dada (con la restriccién indicada sobre ap).
Asi pues, Ia solucion de la desigualdad gz -+ a; > 0, para ¢4 << (), se

representa porel intervalo (—- oa, — T) la solucion de la designaldad
a

agt+a, <0, para a,>0, es el intervalo (w—oo, ~—Tf—‘); v la
solucmn de la desigualdad a,z+4 e, << 0, para a,<<0, e ol intervalo

= & b

]

Todo lo expuesto mds arriba concerniente a la resolucidn de las
desigualdades de primer grado se enuncia, a menudo, asi: un poli-
nomio de primer grado a¢.z + a, {a, %= O):

a) es positiveo, cuando g,>> 0. para cualquier x € ( b o oo)
y nepativo para cualguier x € ( — oo, ——-:—') .
a
b) es posilivo, cuando a,<C 0, para cualquier =€ ( — o0, —ﬂ)

y negativo, para cualquier z € ( —% y + oo] "
o
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En particular, el binomio (x — «) es positivo para todos los z
que se ubican en el eje numérico a la derecha respecto del punto que
representa el niimero «, v negativo para todo  que se dispone a la
izquierda del punto mencionado. En otras palabras, el punto « divide
el eje numérico en dos partes: en la parte dispuesta a la derecha del
punto o« el binomio (z — a) es positivo, y en la otra parte, dis-
puesta a la izquierda del punto o, negativo.

En esta propiedad del polinomio (x — «) se basa el método de in-
tervalos y se emplea con frecuencia para resolver las desigualdades
algebraicas de grados superiores.

Supongamos que se pide resolver la desigualdad

@— o) (@ —02) ... (¥ —ay) @ — ) >0 @

donde ¢y, oy, . . .. Ouoyy %, SOn ciertos ndmeros fijos, entre los
cuales no hay iguales, y, ademds, tales que o < oty . .+ << Oy <
< Uy ’

Examinemos el polinemio
P@) = @—a) @—tg) e (& —ug) @—am) (8

En virtud de la observacién hecha mas arriba resulta obvio que para
cualquier nimero z, tal que z, > a,, el valor numérico correspon-
diente de todo factor en el producto (8) es positivo y, por esta razdn,

i BN TN s
dy dy ‘{ﬂ‘i} L Y dﬁ-:\-..-.-z'a &

Fig. 12

el correspondiente valor numérico P (z,) del polinomio P (z) es tam-
bién positivo. Para cualquier nfimero z,, elegido del intervalo
(¢tn.q» @n), el valor numérico correspondiente del dltimo factor es
negativo, y el valor numérico correspondiente de cualquiera de los
factores restantes es positivo, por lo cual el niimero P (z,) es nega-
tivo; andlogamente, para todo nimero z,, perteneciente al intervalo
{&tn-sy %ny), el nimero P {z,) es positivo, etc.

Precisamente en este razonamiento se basa el método de intervalos
que consiste en lo siguiente: en la recta numérica se marcan los ni-
MEros oy, Gy, . .« On_gy On; €0 el intervalo, que se encuentra a la
derecha del mimero mayor, se pone el signo mds, en el intervalo
siguiente, que va de derecha a izquierda, se pone el signo menos, Iue-
go, ¢l signo més, luego, el signo menos, ete. (fig. 12). Entonces el
conjunto de todas las soluciones de la desigualdad (7) serd la unién
de todos los inlecvalos que llevan el signo mas.

El método de intervalos permite resolver aquellas desigualdades
algebraicas que pueden redncirse, mediante una cadena de pasos
equivalente, a las desigualdades del tipo (7).
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Ejemplo. Resuélvase Ja desigualdad
—3)Y2+2)(4—2>0, (9)

Al multiplicar la desigualdad (9) por (—1}, obtendremos una desi-
gualdad, equivalente a la (9):

[z — (—2)] (z — 3) (z — 4) < 0. (10)

Apliquemos el método de intervalos para resolver la desigualdad
(10): en la recta numérica marcamos los nitmeros (—2), 3. 4. En los
intervalos ponemos, de derocha a izquierda, los signos mis y menos
(fig. 13). El conjunto de todas las z. perlenecientes a los intervalos
(—oo, —2} ¥ (3, 4), representa el conjunto de todas las soluciones

=3 I &
Fig. 13
de la desigualdad (10). Ya que la desigualdad (9) es equivalente a la
{10), el conjunto de todas las soluciones de la designaldad (9) es el
conjunte (—oo, —-2) |4 (3, 4).
Desigualdad cuadrdtica. Apliquemos el método de intervalos
a la resolucién de las desigualdades algebraicas de segundo grade.

Se Haman, corrientemente, desigualdades cuadrdticas. Analicemos la
desigualdad cuadrdtica

ax® + br +¢>0 (as&0). (11)

Realizando la transformacidn idéntica de «ormacién de cuadrade
perfectos (véase el § 1, cap. ILI), obtenemos

azt-+bri-c=a [(x-i—-;;)z—-};%] 5

donde D = &* — 4ac, Por eso, la desigualdad (11) es equivalente a
la desigualdad

a[(z+—2%-)2—T£,_,—}>0 (a:,_ﬁ:U). (t2)

Sea a > 0. Entonces, la desigualdad (12) es equivalente a la
desigualdad

2 : )
(.r-}-&—l;) --Z%->O (a>0). (13)

a) Si D < 0, entonces, cualquiera que sea el valor numérico de
la inedgnita z = z,, en el primer miembro de Ila desigualdad (13)

figura la suma del nimero no negativo ((:e:.1 +£x—)— con el nime-

s n a i P ;
ro positivo (— W) . es decir, la designaldad (13) se convierte en una
desigualdad numérica que se verifica. Por consiguiente, la desigual-
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dad (13) es vilida para coalquier z. En otras palabras, el conjunto
de todas las soluciones de la desigualdad {13) es en este caso el con-
junto de lodos los nimeros veales.

b) Si D =: U, entonces, obviamente, la desigualdad (13) se con-
vierte en una licita desigualdad numérica para todo . a excepcién

= b G T -
del niimero &y — — 5 Por consiguiente, el conjunte de todas las
soluciones de la desigualdad (13) sera en este caso el conjunto

b b
(= = 4]0 (~ .+ =)
¢) Si D > 0, entonces la designaldad {13) es equivalente a ia
desigualdad

(—z)(x—2) >0 (a>0), (14)

— b=} D g el | )
2a e L 2a
razén por la cual, al aplicar el mélodo de intervalos, llegamos a que
el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad (14) serd el

conjunto (— oo, z,) U (z,, =+ o0).
Sea a < 0. Entonces, la desigualdad (12) es equivalente a la
desigualdad

donde x, =

. Es evidente que &, < x,,

b 2 D I
(I+2—a) —gm <0 (a<<O). (19)

a) Si D < 0, resulta evidente que para lodo nimero x esta desi-
gualdad se convierte en una desigualdad ilicita, por lo cual Ia de-
sigualdad (15} no tiene soluciones,

b) 8i O .= 0, resulta también evidente que la desigualdad (1)
no tiene soluciones.

¢) Si D > 0, la designaldad (15) serd equivalente a la desi-
gualdad

fa—a)le —x) <0 (a0, (16)

—b—3 D 5 —b4- V' D

Za T

N 5= . E& obvio que z; > ., y por

donde x, = -
ello, al aplicar el niétodo de intervalos, llegamos a que el conjunto
de todas las soluciones de la designaldad (16) es el intervalo (z,; x,).

De modo andlogo se efectioa la resolucion de la desigualdad ax® -
+ b +e<< 0 {a=0). Los razonamientos aducidos pueden re-
unirse juntog formando Ia Tabla 1.

Hemos de nolar que esta tabla no debe retenerse en Ia memaoria,
pues para resolver una desigualdad cuadrdtica concreta resulla
mejor repetir cada vez los razonamientos realizados mds arriba.

Ejemplo. Resuélvase la desigualdad

22 —x — 6 <0,
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Tuble 1

a 4] Desigualdad Solueidn de 1o desigualdad
| n BT
=1 D=0 axt -t == 0 l — o0, 5 ) L} { o N
)
@0 D=0 | a*br--e<D (_b'_]’ i, 7 el )
2 Za
15 b
a0 D=0 a2-fdbr+c=>=0 ("-°°s —ﬁ) U (-Ez_ + o0
a0 D=0 axtd-hr 4 e} o hay soluciones
a0 D<0 | aetbrlex>0 (—o0, | o)
a >0 D=0 | ax?fbroe-Z0 uo hay soluciones
| £ L
& D=0 e [ —b4- VD — b= {2 )
2n 5 2a
i —b- VDY, (—b— ¥ D
a<0 | pso]| aspbrre<o (—w. - ) J ( S
-
: I
a-<0 D=0 | ar*4+bz4c>0 ne hay suluciones
0| p=0| wrrbeteco | (=w.—g)u
a< = axf—bx{|-c =1\ Tz; ('—2'7 oo
a0 D=0 | ar?d-bx-ie =0 no hay zoluciones
a< 0 D<) | ar®d-brte<0 [=o00, joo)
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Por cuanto las raices del trinomio de segundo grade P (z) =
=u* -z —6Bsonz =3 yaz, = —2, entonces P {z) = (z — 3) X
¥ {2425

Quiere decir, la desigualdad es equivalente a la desigualdad

#—3) (= +2)<0.

Al aplicar ¢l método de intervalos a la Gltima desigualdad
(fig. 14}. llegamos a que el conjunto de todas las soluciones de la
desigualdad de partida es el intervalo {—2; 3).

+ i
o R T ] T

Fig. 14

Mélodo de inlervalos generalizado. Algunas desigualdades alge-

braicas de grados superiores a dos se reducen, mediante una cadena
de pasos cquivalentes, a la forma

(‘z_ai)hl (x—%)k' e (x_'au—()hﬂ_l (3" =, an)kn > 0? (17)

donde &y, by, . v oy Ky—pa by son nimeros naturales {ijos, y oy, 5, . . .
v 4y flp—, On. DUmMeros reales fijos, entre los cuales no hay iguales,
v tales que o) <o, < ... << au— << o, (indiquemos que si al

menos uno de los nameros &; Z= 2, entonces el método de intervalos
aducido anleriormente no puede ser aplicade para la resolueién de la
desigualdad (17)). Enlonces, las desigualdades del tipo (17) se resuel-
ven por el asi llamado métedo de intervalos generalizado. Examinemos
el polinomio

P(@)=(z—a) (z—0)® ... (T =y )" (5 —a,)".  (18)

Es evidente que para cualquier nimero z, tal que z, > w,, el valor
correspondientic de todo factor en el producto (18) es positive, debido
a lo cual el valor numérico P (z4) del polinomio P (2) es también
positivo.

Para cualquier nimero z,, elegido dentro del intervalo (ct,-,, 2,),
el valor numérico correspondiente de todo factor, a excepcion del
altimo, es positivo; el valor numérico correspondiente del Gltimo
factor es positivo, si %, es un nQmero par, y negativo, si &, es un
nimero impar. Por eso, el nimere P (r,) es positive, si &, es un
namero par, ¥ cl nimero P (x,) es negativo, si &, es impar. En estos
casos suele decirse, habitnalinente, que el polinomio P (r) cambia
de signo. al pasar por el punto «,, i k&, es un numere impar, y no
cambia de signo, si &, es un nimero par.

Analogamente se mmueslra que si se conoce el signo del polino-
mio P (z) en el intervalo (@, ©;4,}, entonces en el intervalo (o;—,
;) el signo se determina segiin la siguiente regla: el polinomio P (z)
cambia de signo, al pasar por el punto =;, si &; es un nimero impar,
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y no cambia de signo, si k; cs un niimero par. Precisamernle en estos
razonamientos estd basado el método de intervalos generalizado: en
el eje numérico se marcan los numeros oy, @a, . . <y %p—yy %ni OO
el intervalo dispuesto a la derecha del nGmero mayor, es decir,
a la derecha de a,, se pone el signo més, en el inlervalo que sigue
tras el primero de derecha a izquierda se poue el siguo mas, si k, es
un namero par, ¥ el signo menos, si k, es un nimero impar: en el
siguiente intervalo de derecha a izquierda se pone el signo, rigiéndose
por la siguiente regla: el polinomio P (z) cambia de signo, al pasar
por el punto &,—y. si k,~; es un niwmero impar, y conserva el signo

m T
—5 -8 12 = &

Fig. 15

invariable, si &,-, es un niunero par; a continuacién se examina el
intervalo siguiente que va de derecha a izquierda y se pone en ¢l
el signo, rigiéndose por la misma regla; de esta manera se analizan
todos los intervalos.

La solucién de la desigualdad (17) serd la unién de todos los
intervalos en los cuales se ha puesto el signo més.

Ejemplo. Resuélvase la desigualdad

(@ + 5) (22 — 35 (—a + 7)* Bz + 8)* << L. (19)

Al multiplicar esta desigualdad por ( — {%)5 (—13—)2) , obtendremos,

ante todo, upa desiguldad equivalente a (19):
2 330 S
[z—(—5)) [x—(-—%)] (z—%) @—D>0 @0

Con el [in de resolver la desigualdad (20) apliguemos el método de

intervalos generalizado. En ¢l eje numérico marquemos los niimeros
(—5), ( — %) ’ i , 7 (fig. 15). A la derecha del nimero mayor, es decir,

del nitmero 7, ponemos el signo més. Al pasar por el punto (7), el
polinemio

p@=tz—(=N[z—{-3)] (¢—2) @ @b

cambia de signo, puesto que el binomio (x—7) esta coulenido en
el producto (21) elevado a una potencia impar, razén por la cual

. % = i
ponemos en el intervale (?, .«) ¢l signo menos. Al pasar por el

punto (—;-), el polinomio £ (z) cambia de signo, puesio que el

binomio (.‘n-—%) estd contenido en el producio (21) clevado a una

— , ; § 3
polencia impar, y por esla razon ponemos €n el tnlervalo ( —3 Tz)
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3
cambia de siguo, puesto que en el producto (21) el binomio

el signo mdas, Al pasar por el pnoto (—é) el polinomio P (z) no

[:r:— ( — %) esld contenido elevade a wuna potencia par, por lo

. 8 : » ;
cual en el intervalo (-—-5, —?) ponemos el signo més. Por {fin,

al pasar por el punlo (—3), el polinomio P (z) cambia de signo,

puesto que el bhinomio [x — (~=b)] figura en el producto (21) a la

primera polencia, por lo cual ponemos en el intervalo (— oo, —35) el

signo menos. Asi pues, la solucion de la desigualdad (20) v de la

(19), equivalente a la (20), representa el conjunto de todos los inter-

valos con el signo mads, es decir, el conjunto de todas las soluciones de
8

la desigualdad {19} es el conjunto (— h— ‘37) U (—%, %] U @,

-{- m)_
Desigualdades no estrictas. Pasemos aliora a la resolucién de las
desigualdades no estrictas

P(z) =0, (22)
P(x) < 0. (23)

Si cierto numero 2, es la solucidn de la desigualdad (22), se verificara
la desigualdad numérica P {z¢) == 0. Entonces, debido a la defini-
cion del signo no estricto de una desigualdad, se verifica o bien la
igualdad numdérica P {(z,) = 0, o hien la desigualdad numérica
P (zo) = 0. En olras palabras, si el nimero x, es la solucion de la
desigualdad {22), enlonces dicho nimero es o bien la solucién de la
ecuacion P (z) == 0, o bién, de la desigualdad # (z) > 0. Esto puede
decirse sobre cualguier solucion de la designaldad P (z) == 0. Del
modo andlogo se muestra que toda selucidn de la desigualdad P (z) >
= { y toda solucion de la ecuacién £ (z) = 0 es también la solu-
cidn de la desigualdad {22).

De este modo, el conjunto de soluciones de la desigualdad no es-
tricta (22) representa la unién de dos conjuntos: el de todas las solu-
ciones de la desigualdad estricta P (x) = 0 y el de todas las solucio-
nes de la ecuacion P (z) = 0.

Andlogamente, el conjunto de todas las soluciones de la desigual-
dad no estricta (23) es la unién de dos conjuntos: el de todas las so-
luciones de la desigualdad estricta P (2) < 0 v el de todas las solu-
ciones de la ecuacion P (z) -= 0.

En esto precisamente estd basado el principio de resolucién de las
desigualdades no estrictas. Se resuelven primeramente la desigualdad
estricta y la ecuaeién correspondiente después de lo cual se reinen
los conjuntos de soluciones de la desigualdad estricta y de la ecua-
cion; la union de dichos conjuntos es precisamente el conjunto de
todas las soluciones de la desigualdad no estricta.

Ejemplos. 1. Resuélvase la desigualdad no estricta de primer
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grado:
age 4 a; =0 (a, 5= 0). (24)
Resolvamos primeramente la ecuacidn

agx +a; =0 (ag %= 0. (25)

Su tnica solucién es ¢l ndmero ( —;-1-) . Luego resolvamos la
disigualdad ’
apx + 2, >0 (2o 5 0). (26)

Cuando @3>0, el conjunto de lodas sus soluciones es el conjunto

it & .
( — 3_1' - oo) ; cuando a,<Z 0, el conjunto do Lodas sus soluciones
]

es el conjunto (—-oo, —-—%) . Al reunir las soluciones de la ecua-
a
cion (25) y de la desigualdad (26), obtenemos: para ;>0 el

A 5 =
_@/’qﬂ & —ﬂ'r}-’.fg &
Fig. 16 Fig. 17

conjunto de todas las soluciones de la desigualdad (24) es el conjunto
[m —:-;L i +oo) (fig. 16); para a;<< 0 ol conjunto de todas las solu-
ciones de la desigualdad (24) es el conjunto ( - 0, —%!‘-] {fig. 17).
2. Resuélvase la desigualdad
(2* — 3z 4 2) (2® — 32%) (4 — z%) = 0. (2N

Por cuanto son vélidas las igualdades idénticas siguientes

P=8r+2={&—-2)(x—1),

28 =32 =2 (z — 3),

b= p? = - (z— 2} {z 4 2),

entonces, de acuerdo con las afirmaciones 4 y 3b) de este pdrrafo, la
desigualdad (27) es equivalente a la desigualdad

[z = (=21 2% (z — 1) (z — 2)* (x — 3) < 0. (28)
Resolvamos primeramente la ecuacién

[z = (-2 —1)(z =20z —3)=0. (29)
Tiene solamente cinco raices: z = —2, z, =0, z; =1, z, = 2,
zy == 3. Luego resolvamos la desigualdad estricta

fz—= (=222 (g =1 (z—22(x—3) <O (30}
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aplicando el método de intervalos generalizado (fig. 18}, El conjunto
de todas sus soluciones serd el conjunto (— oo; —2)|) {1; 2) |4
U (2; 3). Reuniendo el conjunto de soluciones de la ecuacién (29} y

NN A
NG T

Fig. 18

de la desigualdad estricta {30), obtenemos el conjunto de todas las
soluciones de la desigualdad (28) y, en virtud de que el paso es equi-
valente, de la desigualdad (27).

Asi pues, el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad
{27) es el conjunlo (— oo, —2]J {0} U [1; 3L

§ 3. Ecuaciones con dos incoégnitas
Conceptos principales. Sea dada la ecuacién

£z y) =0 v -

donde R (x, #), Q (x, y) son polinomios, enteros (véase el § 3, cap. II)
con respecto a dos letras z e y. En este caso se dice que estd dada una
ecuacién algebraica con dos incégnitas = e y. El par ordenado {x, y)
se denomina coleccién de incogniias de la ecuacion (1). E1 CVA de la
ecuacion (1) es el conjunto de todos los pares {z, y), donde las letras
z e y pueden ser niameros reales cualesquiera.

La coleccién numérica (z,, y,), correspondiente a la coleccion de
incognitas (z, ¥) se llama solucién de la ecuacidn (1), si son iguales los
valores numéricos de los polinomios B y @ que corresponden a dicha
coleccién numérica, es decir, si se verifica la igualdad numeérica
R {zy, yo) = O (xy, ¥o). Resolver la ecuacion (1) signiifca determinar
el conjunto de todas sus soluciones, es decir, hallar todas las colec-
ciones numéricas, cada vwna de las cuales convierte la ecuacién (1)
en una igualdad numérica licita. Si el conjunto de todas las selu-
ciones de Ia ecuacion (1) consta de k pares de nimeros reales (z,, ¥, )
{2y Yo); - - - {xs, 1), se dice que la ecuacién (1) tiene tan sélo k
soluciones, es decir, el conjunto de todas las soluciones es el con-
junto M = {(zy, ¥1), @ss ¥2)s - - -» (Zn, ¥2)}. Si, en cambio, el con-
junto de todas las soluciones consta de un solo par (x, ,), se dice que
la ecuacion (1) tiene la unica solucidn. Por ejemplo, la ecuacion
x2® + y* = 0 tiene la Gnica solueidn (x, y): (0, 0). Cuando el conjunto
de todas las soluciones de la ecuaeién (1) es vacio, se dice gque la
ecuacion (1) no tiene soluciones. Por ejemplo, la ecuacién 2* + y* =
= -1 no tiene soluciones.

Sean dadas dos ecuaciones algebraicas con dos incégnitas:

R, =0,y Tl y=>=- =, v)-
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Estas ecuaciones se llaman equivalentes, si enalquier solucién de
la primera ecuacién es a la vez solucién de la segunda ecuacion y to-
da solucion de la segunda ecuacion es solucidén de la primera. En vir-
tud de esta definicion, son equivalentes cualesquiera dos ecuaciones
que no tienen soluciones.

La sustitucién de una ecuacién por otra, equivalente a la pri-
mera, se denomina paso equivalente de la primera ecuacion a la se-
gunda.

Son vélidas las siguientes afirmaciones:

1. Las ecuaciones R (z. y) = Q (z, ) y Rz, y) - 0Q (z. y) =0
son equivalentes.

2. Las ecuaciones R (z, y) = Q (z, y) y B (z, y) + S (z. y) =
=Q(z, y) + S (z, y), donde S (z, y) es un polinomio cuvlquiera
entero respecto a las lelras z e y, son eguivalentes.

3. Las ecuaciones B (z, ) = Q (&, ) y « R (z, y) = aQ (2. )
son equivalentes para cualquier nimero real o distinto de cero.

4. Supongamos que es vilida la igualdad idéntica R (z. y) =
= T (2, y), enlonces las ecuaciones R (x, y) = Q@ (v, Yy T (z, y) =
= Q (z, y) son equivalentes.

La validez de estas afirmaciones se deinuestra igual que en el
caso de las afirmaciones en el § 1, razén por la cual la demostracion
aqui se omite. De las afirmaciones 1 y 4 se deduce que cada ecuacidn
algebraica con dos incignitas z e y puede ser reducida a la forma
P (z, y) = 0, por lo cual sélo podemos analizar la ecuacién del tipo

£z, y) =0, )

donde P {z, y) es un polinomio entero respecto a las letras z e y.
Para ilustrar geométricamenie el conjunto de todas las soluciones
de la ecuacidn (2) resulta convenjente introducir un sistema de coor-
denadas en el plano.

Sistema rectangular (carlesiano) de coordenadas en un plano.
Si se indica el método que permite establecer la posicién de los pun-
tos en el plano prefijando los pares de numeros, suele decirse que
en el plano viene dado un sistema de coordenudas. El propio plano se
ilama en este caso plano de coordenadas. Veamos el sistema de coor-
denadas més simple que se usa con mayor frecuencia y que se deno-
mina rectangular o cartesiano.

Sea dado un segmente cuya longitud se toma como unidad de me-
dicién de la longitud en el plano, es decir, supongamos que se ha
introducido la escala. Supongamos, ademds, que estin dadas dos
rectas reciprocamente perpendiculares. Convengamos en considerar
que el punto de interseccién de las rectas es el origen de coordenadas.
Definamos en cada recta la direecién positiva y marquemos en am-
bag, a partir del origen de coordenadas, el segmento unidad prefi-
jndo. De este modo, en cada recta queda introducido su propio sistema
de coordenadas (véase el § 5, cap. I); las rectas mencionadas se de-
1Lominan rectas coordenadas y, también, ejes coordenados, con la par-
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ticularidad de que uno de ellos se denomina eje de abscisas y el otro,
eje de ordenadas.

Si en un planc queda introducida la escala y vienen dados dos
ejes coordenados reciprocamente perpendiculares y si se sabe cuél
de dichos ejes es el de abscisas y cual, el de ordenadas, suele decirse
que en el plano estd dado el sistema rectangular de coordenadas.

Designemos ¢l origen de coordenadas con la letra Q, el eje de
abscisas con las letras Qz y el eje de ordenadas, con Oy. En los di-
bujos los ejes coordenados se disponen, corrientemente, de tal modo

que el sje de abscisas sea horizontal
g4 y su semieje positivo esté orientado
Mad____ ~ <104 a la derecha, mientras que el semieje

] ’ positivo de ordenadas, hacia arriba

| (fig. 19).

: Sea M un punto cualquiera del
i Y] planc de coordemadas. Tracemos por
| ! el punto M rectas, paralelas a los ejes
'l coordenades. Supongamos que la recta
! que pasa por el punto M y es paralela
Nzt 7 Wl z al eje Oy corta el ¢je de abscisas en el
punto &, y la recta que pasa por el
punto M paralelamente al eje Oz

Fig. 19 corta el eje de ordenadas en el pun-
to L (véase la fig. 19). Por cuanto
en los ejes estan dados los sistemas de

coordenadas, el punto N tiene en el eje de abscisas del sistema de
coordenadas una coordenada @, y el punto Z tiene en su sistema de
coordenadas en el eoje de ordenadas la coordenada b. Entonces, se
denominan coordenadas del punto M en el sistema elegido de coorde-
nadas con los ejes Oz y Oy un par ordenado de nimeros (&, b). El nime-
ro a se llama primera coordenada o abscisz del punio M, el nimero b,
segunda coordenada u ordenada del punto M. El hecho de que el
punto M tiene la abscisa @ y la ordenada b se escribe del modo si-
guiente: M (a, b) (primeramente se escribe la abscisa y luego, la or-
denada del punto M).

Muy a menudo, cuando se estudian varios puntos fijos diferentes
en el plano de coordenadas, éstos se designan con cierta letra maviscu-
ia con diferentes nimeros, por ejemplo, My, My, ..., My, - - - -
Las coordenadas de estos puntos se denotan con los nimeros corres-
pondientes: M, (z), ¥1), My (%ys ¥2)s - - - Ma (Zn, Yn)s - v -

Dado que por cualquier punto del plano puede ser trazada sola-
mente una recta, paralela al eje de coordenadas dado, y cada recta
corta el eje corvespondiente, perpendicular a ella, sélo en un punto,
entonces a todo punto del plano de coordenadas le corresponde un
solo pac ordenado de nimeros, es decir, las coordenadas de este
punto.

Entre los puntos dispuestos en cualquier eje y el conjunto de
naimeros reales existe una correspondencia biunivoca (véase el
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cap. 1), por consiguiente, a los dislintos puntos del plano zOy les
corresponderdn distintos pares ordenados de ndameros reales. Asi
pues, si en un plano viene dadoe el sistoma rectangular de coorde-
nadas xOy, entonces enlre el conjunto de puntes del plano v el
conjunto de pares ordenados de ndmeros reales cxiste la siguiente
correspondencia:

1. A todo punto del plano le corresponde sdlo un par ordenado de
nimeros reales.

2. A dos puntos diferentes del plano les corresponden dilerentes
pares ordenados de nimeros reales.

3. No existe un par ordenado de nimeros reales que no corres-
ponda a algin punto del plano.

La correspondencia de este género se llama biunivoca. De este
modo, la introduccién en el plano de ua sistema rectangular de coor-
denadas permite establecer la correspondencia biunivoca entre el
conjunto de todos los puntos del plano y el conjunto de pares orde-
nados de nimeros reales. La correspondencia citada presta la posi-
bilidad de reducir el estudio del conjunto de punto del plano al
estudio del conjunto de pares de niimueros reales, es decir, la posibili-
dad de aplicar al estudio de los problemas geométricos los métodos
algebraicos.

Hagamos algunas observaciones:

1. La abscisa del punto M es igual e cere, cuando, y solo cuando,
el punle A7 se ubica en el eje Oy.

2. La ordenada del pnnto M es iguel @ eero, cnando, v sdlo cuan-
do. el punto 3 se ubica en el eje Oxz.

3. Bl punto O, y solo este punto, gue es el origen de roordenadas,
tiene sus dos coordenadas nulas.

4. El conjunto de todos los puntos de un plano de coordenadas en
el que todo punto tiene ordenada posiliva (y = 0) se llama semiplano
superior.

5. El conjunto de todos los puntos de uu plano de coordenadas
en el que todo punto tiene ordenada negativa (y < 0) se llama se-
miplano inferior.

6. El conjunto de lodos los puntos de nn plano de coordenadas en
el que todo punlo tiene abscisa positiva (& > 0) se Hama semiplano
derecho.

7. Bl conjunto de todos los puntos de un plano de coordenadas en
el que Lodo punto Liene abscisa negativa (z << 0) se llama semiplano
izquierido,

8. El conjunto de todos los puntos de un plano de coordenadas
en el que todo punto tiene abscisa positiva (¢ = 0) y ordenada posi-
tiva (y > 0) se denomina primer cuadrante de coordenadus.

9. El conjunto de todos los puntos de un plano de coordenadas en
el que tode punto tiene ordenada positiva {y = 0} y abscisa nogativa
{2 <C 0) se denomina segundo cuadrante de coordenadas.

10. El conjunto de todos los puntos de un plano de coordenadas
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en el que todo punto tiené abscisa negativa (z << 0} y ordenada ne-
gativa (y << 0) se denomina lercer cuadrante de coordenadas.

11. El conjunto de todos los puntos de un planoe de coordenadas
en el que todo punto tiene ordenada negativa (y < 0) y abscisa po-
sitiva (z > 0) se denomina cuario cuadrante de coordenadas.

¥
A Ly
0g2)
: (01 |
‘ J:
{;’fz »,-; |ﬂ {J’;,@] Z
bty T
Fig. 20

12. Dos punlos M, (x,. y,) ¥ M, (x,, ¥,) se llaman siméiricos con
relacidn «al eje de vrdenedas, si sus coordenadas son tales que z; =
= —z, 0y, =y, (lig. 20); simétricos con relacion al eje de abscisas,

si sus coordenadas son tales que z; = x, e y; = — Yy, (fig. 21); si-
métricos con relacién al origen de coordenadas, si sus coordenadas son
tales que x; + —x, ¢ ¥, = —Yy, {fig. 22).
¥
."@ 5{’! Mfﬁf’n.%}
i $————9
; I
M) | !
s ————0jllu, :
| ¢iii ! i
i |
! 41/ i
iz 0) W=l W mll s
2N/ AR & |
|
| Zy=Ty I Gy
: 4= l S
& ————4fll ) J PR
Mofity, gi) Mopre il E
Fig. 24 Fig. 22

Teorema 1. Cualquiera que sea la disposicion de dos punios
My (xi y0) ¥ My (29, Yo) en el plano de coordenadas, el cuadrado de la
distancia entre ellos (es decir, el cuadrado de la longitud del segmento
MM,) se determina por la férmule d* = (z, — ;)° + (s — Uy)%
0 sea, el cuadrado de la distancia entre dos puntos cualesquiera del pla-
no de coordenadas es igual a la suma de los cuadrados de las diferencias
entre las coordenadas homénimas.
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Demostracién. Sean dados dos puntos M, (z, y1) v My (29 Y,)
que no coineiden. La recta M, M, puede ser:

a) paralela al eje Oy (o coincidente con éste);

b) paralela al eje Ox (o coincidente con éste);

¢} no paralela al eje Oy, ni tampoco al Oz. La demostracién del
teorema se realizari para cada uno de estos casos por separado.

a) Supongamos que la recta en que se
disponen los puntos M, (z,, v,) v M, (z,, v
¥,) es paralela al eje Oy (o coincide con Gy)
éste). Entonces, cvalquier punto dispuesto !
en esta recta tendrd una misma abscisa, es
decir, los puntos M, y M, tendrén abscisas 4
iguales: z; = z, = m {fig. 23). T

Esta recta puede considerarse como un |
eje con direccion positiva hacia arribay el fly¢--t4mm0
mismo segmento unitario que para el sis-
tema de coordenadas zOy y origen en el
punto (m, 0), La coordenada de cualquiee
punto de este eje coincidira con la orde-
nada del mismo punto al considerarlo co-
mo un punto del plano. De acuerdo con el .
teorema 1 (§ 5, cap. I), la distancia entre Fig. 23
los puntos M, y M ,, considerados como puntos de esta recta coorde-
nada, esigualad = |y, — 1, |, de donde

B=lygs = PF=03+ . — 1) = (m ~ m)2+
+ Y — 1) = (&g — ) + s ~ 1)

b) Supongamos que la recta en que se disponen los puntos M, y
M, es paralela al eje Oz (o coincide con éste). Enionces, cualquier

Pt

7 imdl
LTy

¥
(0,1]
2,9) 0 (i 1)
| I
| !
i d I
i 1
3} L
My, i) on My, q)
Bth=nt
Fig. 24

punto dispuesto en esta recta tendrd una misma ordenada, es decir,
los puntos M, y M, tendran ordenadas iguales: y, = y, = n (fig. 24).

La recta citada puede considerarse como un eje cuyo origen
se encuentra er el punto (0, n}; la direccion positiva de este je estd
orientada hacia la derecha y el segmento unidad es el mismo que en
el sistema de coordenadas z0Oy. La coordenada de cualquier punte
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de este eje coincidira con la abscisa del mismo punto al considerarlo
como un punto del plano. De acuerdo con el teorema 1 (§ 5, cap. I),
la distancia entre dos puntos M, y M,, como puntos de esta recta
coordenada, es igual a d = |z, — &, |, de donde

&= P —2) +0 = (= z)
i (n— n) =y — ) T (Y — )™

¢) Supongamos ahora que los puntos M, y M, no se encuentran
en la recta paralcla al eje de ordenadas ni tampoco en la recta para-
lela al eje de abscisas. En este caso las coordenadas homénimas de
estos puntos serdn nameros di-
ferentes, es deeir, 2z, 7%=z, €
y, %= y, (tig. 25). Tracemos por
el punto M, una recta paralecla
al eje de abscisas, y por el punto
M,, una recta que sea paralela
al cje de ordenadas. Estas rectas
oy se cortardn en el punto K (&,

gy). Bl punto M, y el punto K
~ perlenecen a recta paralela al
*J/ g £ gje de abscisas, por consiguiente,
Mylz,, i) como se establecid en el caso b),
la distancia entre estos puntos
Vie. 25 (longitud del segmento A7,K) es
igual a dyp g = | 23 — 23 |-

Los punlos M, v K se disponen en la recta paralela al eje de
ordenadas, por consiguiente, conforme a lo establecido en el caso
a), la distancia entre estos pantos (longitud del segmento en M, K) es
igual a dy,x = | Y. — ¥ |. Por cuanto el triangulo M, KM, es
rectangulo. entonces, segin el teorema de Filagoras, @t = dyyx +
4 @paw = | s — @&y P F Lyp — 3 1% En ovictud de la propiedad
de la magnitud absoluta obtenemos

14
Gk

Kizy bt Mz,

oy

&= (g — x)* -+ (o — ¥.)°

El teorema cstd completamente demostrado.
Corolario. La distancia d entre cualesquiera dos puntos M, (zy, y,)
y M, (z,, 1) en el plano de coordenadas se determina segin la férmula

A=V (z—z)*+ (Yo— )
Ejemplo. llallese la distancia d entre los puntos My {
y M, (=2, 1).
d=V[—2—(—3FF 11— (=2=V10.
Tlustracion geométrica de un conjunto de soluciones. Un conjunto

no vacio de todes los puntos del plano de coordenadas, las coordena-
das z e y de cada uno de los cuales representan una solucién de la

g )
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ecuacion (2): P (x, y} = 0, representa cierta figura 6. Se dice que
la ecuacion P (z, y) = 0 define cierta figura G o que es una ecuacién
de la figura G, siempre que se cumplan las siguientes dos condiciones:

1. Las coordenadas de cada punto M, (&, ¥y, de la fignra & son
una solucién de la ecuacion P (z, y) = 0, es decir, salisfacen la igual-
dad numérica £ (z, yo) = 0.

2. A toda solucion de la ecuacién P (x, ) = 0, es decir, a todo
par de ntimeros (z;, y,) que satisface la igualdad numiérica £ (z,, y,) =
= 0, le corresponde en el plano de coordenadas un punto M, {(z,, v,),
perteneciente a la figura (.

Aduzcamos algunos ejemplos.

1. Sea dada la ecuacion

(s g -y = b = A4, @)

Mostremos que en el plano de coordenadas esta ecnacion representa
una cireunferencia de radio # con centro en el punto C (a, b).

En efecto tomemos un punto cualgniera 44, con laz coordenadas
Zo © Yy que se dispone en la circunlerencia dada. Por definicién de la
circunferencia la distancia del punte M, al centro de Ja circunferen-
cia (el punto €) esigual a #. Haciendo uso del corolario del teoremad,
legamos a que B =} (z, — a)* + (¥, — b)>. De esta igualdad
numeérica se desprende la igualdad numérica

R = (2o — a)® + (yo — b)*

Por consiguiente todo punto dispuesto en la circunferencia dada
tiene coordenadas que representan la solucién de la ecuacion 3).

Tomemos ahora una solucién cualquiera de la ecuacion (3) es de-
cir, tomemos cualquier par de nGmeros (2, ¥,) tal, que se verilique
la igualdad numérica

(& — a)? + @y — b)? = A2,

Esta igualdad numérica es equivalente a la igualdad nnmérica

Vi@ — a4 =0 =| R .

Al par ordenado de nimeros (x,, ¥,) le corvesponde en el plano
de coordenadas el punto M, (z,, y,), con la particularidad do que de
la validez de la igualdad numérica V (z; — @) + (y; — b)2=
= | R | = R se desprende que el punto M, (z,, ¥,) se encuentra en
la cireunferencia de radio 7 con centro en ei punto € {a, b).

Quicre decir, efectivamente, la ecuacién (3) es la ecuacion de la
circunlerencia de radio # con centro en el punto € (¢, b) (fig. 26).
Supongamos quo en el plano de coordenadas esta dada una circunfe-
rencia de radio r con centro en el punto (z ). Razonando de una
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manera andloga, se puede mostrar que
G—af+ - pP=r

es la ecuacién de esta circunferencia.

Asf pues, en el plano de coordenadas cada ecuacién de Ia forma (3)
es la ecuacion de cierta circunferencia y cada circunferencia se de-
fine mediante cierta ecuacién del tipo (3).

/ v
ofotl
7y Al 4 7 Z
; M p) fz-a=l
[ z-a)%-(y-8°=R* / .
Fig. 26 Fig. 27

Por eso, cuando se dice que en el plano de coordenadas estd de-
finida una circunferencia, se sobreentiende que esia dada la ecuacion
de esta circunferencia, es decir, la ceuacién del tipo (3).

2. Sea dada la ecuacién

r~—a =0 (4)

Mostremos que en el plano do coordenadas esta ecuacién repre-
senta la ecuacion de una recta que es paralela al eje de ordenadas y que
pasa por el punto A (a, 0).

Efectivamente, tomemos un punio cualguiera M, dispuesio en
esta recta. Enlonces, la abscisa de este punto es el numero z, = a. ¥
la ordenada y,. un nitmero real fijo.

Es evidente que las coordenadas x, e y, representan la solucién
de la ecuacitn (4), es decir, las coordenadas de eualquier punto dis-
puesto en una recta que es paralela al eje de ordenadas y que pasa
por el punto 4 (a, () representan la solucién de la ecuacién (4).

Tomemos ahora cualquier solucién de la ecuacién (4), es decir,
elijamos cualquier par de nimeros (x;, y,) tal que satisfaga la igual-
dad pumérica x; — a == 0. En otras palabras, tomemos cualquier
par de nimeros (e, y,). donde y; es un nimero real fijo cualguiera.

Es facil ver que el punto M, (a, y;) se dispone en una recta parale-
la al eje de ordenadas y que pasa por el punto 4 (a, 0) (fig. 27). Por
lo tanto, la ecuacidn (4) es en realidad la ecnacién de la recta para-
lela al eje de ordenadas.
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Supongamos que en el plano de coordenadas viene dada una recta
que es paralela al eje de ordenadas y pasa por el punto D (d, 0). Ra-
zonando andlogamente, podemos mostrar que la ecuacion z — d = 0
representa la ecuacién de esta recta.

Asi pues, en el plano de coordenadas cada ecuacifn del tipo (4)
es la ecuacidn de cierta recta paralela al eje de ordenadas, y la rec-
ta, paralela al eje de ordenadas, se define por cicria ecuacion del
tipo (4).

Por eso, cuando se dice que en el plano de coordenadas estd de-
finida una recta paralela al eje de ordenadas, se sobreentiende que

/
M)

Y
s
7y =z 4’ a4y 5

L yh=l L y=keel, dondeh=lgep

¥

Fig, 28 Fig. 29

esta dada la ecuacidn de dicha recta, es decir, la ecuacién del tipo (4).
3. Razonando anilogamente, se puede mostrar «que en el plano
de coordenadas toda ecuacién de la forma

y—b=0 (5)

es Ja ecuacidn de cieria recta paralela al eje de abscisas (lig. 28), v
cada recta paralela al eje de ahscisas se define por cierta ecuacidn
del tipo (5).

Por eso, cuando se dice que en el plano de coerdenadas viene dada
una recta paralela al eje de abscisas, se sobreentiende que estd dada
la ecuacion de dicha recta, es decir, nna ecuacion del tipo (5).

4, Sea dada la ecuacién

y = kx + b, {6}
donde % = 0.

En el capitulo V1 se mostrard que en el plano de coordenadas esta
expresion es Ja ecuacidn de una recta que pasa por el punto M (0, b)
¥ que forma con la direccion positiva del eje Ox un angulo cuya tan-
gente es igual a k (fig. 29).

Supongamos que en el plano de coordenadas estd dada una recla
que pasa por el punto M (0. b,) y que forma con la direccién positiva
del eje Oz un angulo, cuva tangente es igual a k,, donde k, == 0;
podemos demostrar que la ecuacibn |

y=kz+ b
es la ecuacidén de esta recta.
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Asi pues, en ¢l plano de coordenadas cada ecuacion del tipo {t3),
donde & == 0, os ]a ecuacion de una recta que no es paralela a ninguno
de los ejes de coordenadas, y cada recta no paralela a ninguno de los
ejes coordenados se define por cierta ecuacidn del tipo (G), donde
k=0,

Por eso, cuando se dice que en el plano de coordenadas estd defi-
nida una recia que no es paralela al eje de abscisas ni tampoco al eje
de ordenadas, se sobreentiende que estd dada la ecuaeidn de esta rec-
ta, es decir, una ecuacion del tipo (G), donde & 5= 0.

Ecuacién de primer grado, Se denomina ecuacién de primer grado
con dos inedgnilas una eenaciéon de la forma

dz+By+C=0,

donde A2 - B*¥ 5= 0, o, con otras palabras, donde por lo menos uno
de los coeficientes A4 y B3 es distinto de cevo.

De lo expuesto mias arriba se infiere que en el plano de coordena-
das cada ecuacion de primer grado con dos incégnitas es la ecuacion
de cierta Tecta, v cada recta del plano se define por cierta ecuacion
de primer grado con dos incognitas.

En efecto, sea dada la ecuacidn

Az +By+€C=0 (A2 + B*=£0). 7

8i 8 = 0, entonces, tomando en consideracién que 4 7= 0 concluimos
gue la ecuacion (7} es equivalente a la siguiente

e~ (~$)=0

y esta ecuacién ey, de acuerdo con lo mostrade anteriormente, la
ecuacién de nna recta. Si B & 0, entonces la ecuacion (7) serd equi-
valenie a la ccuacidn

s=(=4)e+ (),

la cual es, conforme a lo mosirado més arriba, ecuacién de una rec=-
ta. Quiere decir, la ecuacién (7) os en realidad la ccuacién de cierta
recta. Ademas. se puede mostrar que si en el plano de coordenadas
viene dada una recta, se define ésta por cierta ecuacion del tipo (7).

Por eso, cuando se dice que en el plano de coordenadas estd defi-
nida una recla, se sobreentiende que estd dada la ecuacién de dicha
recta, es decir, cierta ecuacién de primer grado con dos inedgnitas.

Por cuanle por dog puntos no coincidentes pasa una recla tnica,
para definir una recta resulta suficiente prefijar dos puntos que no
coinciden y ¢ue perlenecen a esta recfa.

Quiere decir, si se conocen las coordenadas de dos puntos 1o ¢coin-
cidentes, dispuestos en esla recta, se puede escribir la ecuacion de
esta recta.
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Ejemplo. Escribase la ecuacién de una recta gne pasa por el
origen de coordenadas y por el punto M (p. g}, donde p® - ¢° == 0.
Si p = 0, entonces, evidentemente, la recta es el eje de ordenadas y
su ecuaeibén es x = (.

Si g = 0, entonces, evidentemente, la recla es el eje de abseisas
¥ su ecuacidn es y = 0.

Sig =0, p 50, entonces, de acuerdo con lo explicado anterior-
mente, la ecuacidén de esta recta es de la forma (7), donde 4, B, C
son ciertos nimeros fijos, con la partienlaridad de que 4% 4- 5% == 0.

Determinemos estos nfumeros, haciendo uso de la condicidn de que
dos puntos O (0, 0) y M (p. 4) se disponen en {a recla mencionada.

Por cuanto la recta pasa por el origen de coordenadas, entonces el
par (0. ) debe ser 1a solucion de Ia ecnacidn (7). lo que es posible sélo
cuande € = 0. Estd claro que 5 =0, puesto que si el coeficiente
fuera igual a cero, la eccuacién (7) tendria por expregion Ax = 0, es
docir, represenlaria la ecuacion del eje de ordenadas (4 %= 0, puesto
que 42 4 B? =£ 0), lo cual contradice la econdicién p = 0. Como
B =£0, la ecuacion (7) es equivalente a la ecuacion

y = !ﬂa‘,‘ =

donde kb = — _;_, . Dado que la recta pasa por el punto (p, ¢), enLon-
ces se verifica la igualdad numérica

g = kp.

Por consiguiente, k = < , y la ccuacién de la recla que paga porel

origen de coordenadas y por el punto M (p, ¢). el eual no se eucuentra
en los ejes de coordenadas, tiene por expresion

Conjunto de ecuaciones. Sean dados los polinomios P, {z, y)
Polz. y), ..., P, (2. y). enteros respecto a las letras = e y.

Se dice que esta definido un conjunto de m ecuaciones algebraicas
con dos incdgnilas

Pilw, ) =0, Pylz, 1) =0, ..., Pulz, ) =0, (8

si se requiere hallar todos los pares de ntumeros (z. y). cada uno de
los cuales es la solucién de al menos una ccuacioén del conjunto (8) v
el cual lleva el nombre de solucién del conjunto (8). De este modo,
resolver el conjunto de ecnaciones (8) significa resolver cada una de
las ccuaciones que integran el conjunto, es decir, determivar los
conjuntos M,. My, ..., M,, doade M; es el conjunto de todas las
soluciones de la cenacion P; (x. y) = 0, y. a continuacion, hallar et
conjunto M, que es fa unién de todos los conjuntos aducidos: W, =
=M Uy M, ) ... UMy, El corjunto M, sera precisamente el
conjunto de todas las soluciones del conjunto de ccuaciones (8).
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La ecuacion (1) es equivalente al conjunto de ecuacionas (8), si
cualquier solucién de la ecuacion (1) es también sofucién del conjunto
de ecnaciones (8), y cualguier solucién del conjunto de ecuaciones (8)
es solucion de la ecuacién (1), en otras palabras, si coinciden los
conjuntos de sus soluciones. La sustitucién de la ecuacidn (1) por el
conjunto equivalente de ccuaciones (8) se denomina pase equivalente
de 1a ecuacién {1) al conjunto de ecuaciones (8).

Con ayuda de tales pasos equivalentes al conjunto de ecuaciones
se logra, frecuentemenle. resolver la ecuaci6n de partida. Por ejemplo,
se pide hallar todas las raices de la ecuacién

22—yt = 0. (9)

Hagamos uso de la férmula de multiplicacién reducida (véase el
cap. I1) 22 — y® = (x — y) (z + y). Entonces, segan la afirmacion 4,
obtendremos la ecuacién (10),
equivalente a la ecuacién (9):

@—y) @+ y =0 (0)

BEs facil ver que la ecuacidn
(10) es equivalente al siguiente
conjunto de ecuaciones:

z—y=0 x4 y=0.
(11)

Fig. 30 El conjunto de todas las solu-

ciones de la primera ecuacién del

conjunto es el conjunto de todos los pares (¢, £), donde ¢ es cualguier

nimero real: A7, == {({, 1) | t € R}. El conjunto de todas las solu-

ciones de ia srgunda ecuacién del conjunto es el conjunto do todos

los pares {g. —¢q), donde g es cualquier nimero real: W, =

= {lg, —¢) ! ¢ € R}. De este modo, el conjunto de todas las snlu-

ciones del conjunto (11) y, por fo tanto, de la ecuacién (9) es la unién

de estos conjuntos W —= M, |y M,, es decie, M = {{t, ) |t € R;
(g. —q) lq € R}

Segin lo demostrade anteriormente, cada una de las ecuaciones
del conjunto {11) es la ecuacidn de una recla. Por eso, la figura, defi-
nida por la ecuacion (9), representa dos rectas; es facil ver, ademés,
(ue eslas rectas pasan por el origen de coordenadas y son las bisectri-
ces de los Angulos coordenados (fig. 30).

i ! !

§ 4. Sistemas de ecuaciones

Sistema de dos ceuaciones con dos incognitas. Sean dados los
polinomios P (x, y). a (z, y), enleros respecto a las letras z e y. Se
dice que estd dado un sistema de dos ecuaciones algebraicas con dos

154



incognitas x e y:
Pz, 1) =0,
Q(z, 1)=0,

si se pide hallar las colecciones numéricas, correspondientes a la
coleccién de incégnitas (z, y), cada una de los cuales es la solucidn
de cada ecuacién del sistema (1). es decir, si se requiere hallar todas
las colecciones numéricas de incbégnitas (x, y) tales quo, siendo susti-
tuida cada una de ellas en ambas ecuaciones del sistema (1), estas
altimas se convierten en ignaldades numéricas licitas. Cada coleceidn
numérica de esta indole lleva el nombre de solucidn del sistema (1)
(las ecuaciones de un sistema se escriben habitualmente en columna
v se reinen con una llave).

Feesolver el sistema de ecuaciones (f) signilica hallar el conjunto
de todas las soluciones de cste sistema. Cabe notar que dicho conjunto
es la interseccidn de dos conjuntos: el conjunto de todas las solucio-
nes de la primera ecuacién del sistema y el conjunto de todas las
soluiciones de la segunda ecuacién del mismo. Examinemos un sis-
tema méas de dos ecuaciones algebraicas con dos incognitas:

R {Z, y) - 01
8 (z, y) =0, @

(1)

donde R (z, y), S (x, y) son polinomios enteros con respecto a las
letras x e y. Dos sistemas de ecuaciones algebraicas (1) y (2) se deno-
minan eguivalentes, si cualquier solucién del primer sistema es a la
vez la solucién del segundo sistema y cualquier solucién del segundo
sistema es la solucién del primer sistema. Con otras palabras, los
sistemas (1) y {(2) son equivalentes, si coinciden los conjuntos de
sus soluciones. De la definicién se desprende que dos sistemas son
equivalentes, si los conjuntos de sus soluciones son vacios,

Suele decirse que esti dado un conrjunto de k sistemas de dos
ccuaciones algebraicas con dos incdgnitas:

{ Pz, n)=0, { bt =)y 5 Priz, y=0, 3
Q4 (x, y) =0, Qz(z, y)=0, ... On(z, y=0, ()
donde Py (z, y) Pz, ) -« o, Ea 2, 9 O (2 1) <. ., Oy (& ¥)

son pelinomios enleros respecto de las letras x e y, si se requiere
hallar todas las colecciones numéricas, cada una de las cuales es la
solucién de por lo menos uno de los sistemas de ecuaciones del con-
junto (3). Cada una de dichas colecciones recibe el nombre de solu-
cion del conjunto de sistemas de ecuaciones (3).

¥l sistema de ecnaciones (1) es equivelente al conjunto do siste-
mas de ecuaciones (3), si cualgquier solueién del sistema de ecuacio-
nes (1) es, a la vez, solucidn del conjunto de sistemas de ecuaciones (3),
y cualquier solucién del conjunto de sistemas de ecuaciones (3) es la
solucion del sistema de ecuaciones (1),

155



Desnos a conocer algunas afirmaciones referentes a la equiva-
lencia de los sistemas de ccuaciones.

1. Si se cambia el orden de seguimiento de las ecuociones en el sis-
tema (1), el sistema oblenido serd equivalente al (1).

2. 8i una de las ecuaciones del sistema (1) se sustituye por otra ecua-
cidn equivalente. el sistema oblenido serd equivalente al sistema (1).

3. Supongamos gue en un sistema de ecuaciones con incégnitas x e
y una de las ecuaciones estd escrita de tal modo que en el primer miem-
bro figura una de las incognilas, por ejemplo, x a la primera potencia.
y en el segundo miembro figura un polinomio entero respecto de y.
En este casv se dice que la incognilu x estd expresada en términos de lo
olra incignila y. Si la incignita x viene expresada a partir de la pri-
mera ecuacion del sistema (1), entonces, al sustilurla en otra ecuacién
del sistema {1). en lugar de x, el polinomio obtenido de y, tendremos un
sistema equivalente de ecuaciones, es decir, resultan equivelentes los
siguienies sislemas:

{ &= R (y), ) { z= R (y),
Qx, y) =0, QR (y), y]=0.

Observemos que la segunda ecuacién @ [R (), yl = 0 es una
ecuacion con una selu inedgnila, por lo cual para encontrar sus solu-
ciones podemos emplear los métodos examinados en el § 1.

4. Si la primera ecuacién del sistema (1) se sustituye por une ecua-
cién igual a la suma de la primere ecuaci6n, multiplicada por cierto
niimere real B 5= 0, con la segunda ecuacion, mulliplicada por cierto
niimero real «. enlonces el sistemu obtenido de ecuaciones serd equiva-
lente al sistema de ecuaciones (1), es decir, cualesquiera que sean los
nameros reales [ %= 0 v @, serdn equivalentes los siguientes sistemas
de ecuaciones:

{ (& (&, y):o’ { fjf’ (‘t' !;)'1— OLQ (xv y)=0$
Q (x, y)=1, Q(x, y)=0.

A titulo de corolario de la afirmacién 4 tenemos la afirmacion:

5. Si le primera ecuwcion del sistema (1) se sustituye por la suma
(0 la diferencia) de la primera y segunda ecuaciones del sistema, enton-
ces el sistema oblenido de ecuaciones serd equivalente al sistema de ecua-
ciones (1).

6. Si la primera ccuacidn del sistema (1) es equivalente al confunic
de ecuaciones P, (c. y) — 0, Py (. y) =0, ..., Py (2, y) =0, en-
tonces el sistema (1) serd equivalente al siguiente conjunto de k sislemas
de ecuaciones:

{ Py, y)=0, { Pola =0 cuss {I’h(.;:. n=0,
Qe ) =0, Q(z, y)=0, ..., | Qz.p)=0. *

Si la ecuncitn @ (x, ) = 0 es equivalente al conjunto de m ecuacio-
nes Q, (z, ¥) == 0, Yy (z. ) =0, ..., On (&. ¥) =0, entonces a
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cada sistema del conjunio {4) se le puede aplicar Ia alirmacién 6 v
cada sistema del conjunto (4) puede sustituirse por su conjunto de m
sislemas.,

La demoslracién de todas estas afirmaciones se omite,

Veamos como se aplican las afirmaciones cnunciadas al resolver
sistomas de ecuaciones.

Sistemas de dos ecuaciones de primer grado con dos incégnilas.
Examinemos el sistema de dos ecuaciones de primer grado con dos
incognitas:

¢ x4 by+-c, =0, =

D% - byt - g =10, o
donde af 4 b¥ =0 y a + b2 54 0, con otras palabias, donde por lo
menos uno de los dos coeficientes a; y b;, v también por lo menos uno
de los dos coeficientes a, v b, son distintos de cero (en el caso con-
trario por lo menos uno de los polinomios @,z +4- by - ¢, 6 awr +
+ byy + ¢ no seria un polinomio de primer grado ni respecto de la
incognita x, ni respecto de la incégnita y).

Cada una de las dos ecuaciones del sistema (5) (como se ha mostra-
do en el § 3) es la ecuacién de una recta en ef plano de coordenadas.
Como se sabe, dos rectas en el plano de coordenadas pueden ¢ hien
intersecarse en un punto, o hien coincidir. o bien ser paralelas sin
que sean coincidenles. Por consiguiente, al buscar Lodas las solucio-
nes del sislema de ecuaciones {3). también pueden surgir estas mis-
mas situaciones,

Aclarémoslas con unos ejomplos,

1. Sea dado el sistema de ccuaciones

r—y =L,
{ vy +1=0. ©)
Es facil ver que el sistema (6) es equivalente al sistema
L=y 25
{ z-y4-1=0, (¥)
Haciendo uso de la afirmacién 3, pasemos del sistema (7) al sistema
=y,
{ y+y+1=0, %

que es equivalente a (7).
La segunda ecuacién del sistema (8) es de primer graddo con una
Incognita y tiene la unica solucién gy = — 7 - Por ¢consigienle, ef sig-

tema (8) y, por tanto, el sistema (6), cquivalente a (8). tiene la
g 5 1 1 7

unica solucion (z;, y,): (—- -3 A T) El punto con estas coorde-
nadas es el de interseccién de las rectas definidas por las ecuacio-

nes (6) (fig. 31).

157



2. Sea dado el sistema de ecuaciones
z+y+1=0
{ 2 4-2y+42=1.

Al dividir por 2 los miembros primero y segundo de la segunda ecua-
cion, paszamos al sistema

(9}

e+y+1=90,

que es equivaleule al sistema de partida (9).
El sistema (40) consta de dos ecuaciones iguales, lo que corres-
ponde en el plano de coordenadas a dos rectas coincidentes (fig. 32).

L\

(10)

ft &

f)
/ Ly-a=l Lzgif=0
Bywel=d (1} )W A 2r+2g+2=0
Y/ v

v

Pig. 31 Fig. 32
Es obvio que el conjunto de todas las soluciones del sistema (10) y
por lanto, del sistema equivalente (9), es cl conjunto de todos los

pares del tipo (t. —1 — {), donde ¢ es un niunero real cualquiera.
3. Bea dado el sislema de ecuaciones

[ z4-y=0,
2z42y+1=0.
Pasemos al sistema equivalente al dado
r=—Y,
{ 2z 4 2y+1=0,
Al hacer uso de la afirmacién 3, obtendremos el sistema
| 2t—p 2 1=, )

que es equivalente al sistema (12).

La segunda ecuacién del sistema (13) es equivalente a la igualdad
numérica 1 == 0 que no es cierta. Por consiguiente, el sistema (13) y,
por tanto, el sistema (11), no tienen soluciones, lo que corresponde

(1)

(12)
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a dos rectas paralelas en el plano de coordenadas pero no coinciden-
tes (fig. 33).

EEl método de resolucién de los sislemas de ecuaciones (6). {Y) y
(11), que estd basado en la alirmacidn 3. sc denominag método de sus-
titucion o método de eliminacion de la incogiita.

Veamos como se emplea este método en un ejemplo mas complejo.
cuando una de las ecuaciones del sistema no es ecuacién de primer
grado.

ar-+by+e=0,
o (14) {
it yt=1.

Analicemos el caso en gue 1 D
b = (). Entonces la primera e ;
ecuacién del sistema (14) es la a
ecuacion de una recta paralela [ity=s
al eje de ordenadas. La segun- (;?___;) D 2z+2gvi=0
da ecuacién del sistema (14) R .
es la ecuacién de una eircun- N {
ferencia de radio unidad con
centro en el origen de coorde- Fig. 33
nadas. Al aplicarel métlodo
de sustitucién (e 55 0, puesto que b = 0). oblendremos el sistema

i
(—¢) +y=t =

z o
gue es equivalente al sislema de partida (14). La segunda ecuacion
del sistema (15) es una ecuacién cuadratica. St 1——5,—; <20, entonces

esta ecuacién no tiene raices y, por tanto. el sistema (15) y el (14},
equivalente al (15), tampoco las tienen, Isto corresponde a la

: .z c ; T . -
situacion en que la recla x= —— ho corla la circunfercncia unidad

r2Llpr=1 (fig. 34}, [en Ja figura 34 la recta x:r% viene
expresada tanto para el caso de (——;—)>1, como para el de

( —%) <—1] . Si 1—7:,::—=0, la segunda ecuacion del sistema (15)
iiene la dnica solucién y=0. El sistema (15) y, por tanto. el
sistema (14), tienen en este easo la Gnica solncidn (z,, 1): ( — -f- ; 0) i
Geométricamente esto corresponde al easo en que la recta es tangente

a la circunferencia unidad en el punto (—%, 0) (fig. 35) (en la

fig. 35 la recta z= —% viene expresada tanto para ¢l caso de
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c <

{ 4 —] =1, como para el de (&--?) = _1) .8 1— :;>0. enton-

i
ces la segunda ecuacion del sistema (15) tiene lan solo dos raices,
Y= 1/1 — '::T O Yy= — ]/'1 - -E:j— . Por consiguienie, los sistemas
{15) vy (14) lienen en esle caso solo dos soluciones (zy, i), (@ss Ya);
6 il et /
( e IﬁEi‘) y (”w — 1——&) En ol sentido geomé-

7 uh M

=
Loyt
I r=Fimal> 1
a £

D=l o & 1

i

Fig. 34

trico esto corresponde a que la eircunferencia unidad se corta por
la yecla & = —% en dos puntos: (—— _;_ [/'l—c;) ¥ (_%,
” - ]/1——)(f1g a6). (Eu Ta
& g
fig. 36 la recta 2= —= osta
representada en tres casos: 1)
4 ¢
0<——<1, 2 (—?)=0,
)
) 0> (—=)>—1),
Si 6320, entonces en vir-

tud de la primera ecuaeion del

q Iggrng_-.&:? m#g:, sislema (14) podemos expresar
£ :

B3 7 N
L7 g,z: 7

-'Fir-r—' 7 fde 5 L=y

=
[
=

. . . 3
la incdgnita y: y= & o

ffig. 35 r i
—3 ¥, por analogia con lo
expuesto mis arviba, aplicar el método de sustilucién., Resultan
posibles on cste caso s6lo tres siluaciones:

1. Bl sistema (14) no tiene soluciones, es decir, la recta y la cir-
gunlerencia no tienen puntos comunes (véase la fig. 34).

2. [l sistema Liene la dnica solucién, es decir, la recta es tan-
genle a la circunferencia dada (véase la fig, 33).
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3. El sistema tiene tan sélo dos solucioncs. es decir, la recta
corta la circunferencia solamente en dos puntos (véasc la fig. 36).

Queda al cargo del lector realizar los computos corrospondientes
para este caso.

Método de lransformacién lineal (el método estd basado en la afie-
macién 4 y consiste en la sustitucién equivalente de la primera ecua-
cion del sistema por otra ecuacidn, igual a la suma de la primera
ecuacién, multiplicada por un nimero f 5= 0, con la segunda ecua-
cién multiplicada por un
namero o).

Examinemos la aplica-

i
cién de este método en el /, l/_gé L1 77 v, 770
ey aR Al

ejemplo de resolucién del
2\ 7 /f/,l/,".»’ o
CRA AR
v

Ny

ciones:
[ b y*4-3y+-1=0

signiente sistema de ecua-
-yt +y—3=0, Lyt t

T (16)

Vi v 0 s
Al restar la segunda ecua- fa= ac‘m”fﬁfr‘
cién dela primera, obtendre- I ="t domle > >~
mos. en virtud de la afir- Uz £ toutefd
macién 5, e] sistema b
2y-+4=0, Fig. 86

17

{ 244 y—3=0, (19

que es equivalente a] sistema (16). La primera ecuacién del siste-
ma (17) tiene la tnica solucitn y, = —2. Al sustituir este valor de
Y, en la segunda ecuacidn del sistema (17), oblendremos que oste sis-
tema y, por tanto, el sistema equivalente (16} tienen solamente dos
soluciones: (1, —2) y {(—1, —2). Observemos que dichas soluciones
se cscriben frecuentemente en forma del conjunte: M == {1, —2y
{_"'1! ‘_2)}‘

Método de sustituciin de un sistema de ecuaciones por un conjunio de
sistemas de ecuaciones (el método se basa en la alirmacion 6 sobre la
equivalencia entre un sistema de ecuaciones y un conjunlo de sis-
temas de ecuaciones).

Veamos cémo se aplica este método en un ejemplo de resolucién
del siguiente sistoma de ecuaciones;

=yt —a4-y=0,

z+yt—2=0, (22

Por cuanto la primera ecuacién de este sistema os equivalente al

coniunto de ecuaciones

r—y=0,z4+py—1=40,

11—-0382 161



entonces el sistema (18) serd equivalente al conjunto de sistenias

lx——y-—-U, at+y—1=0,
r+yr—2=0, [ zryt—2=0,

Cada uno de los sistemag de} conjunte (19) se resuelve facilmento
por ¢l método de sustitucién. Bl primer sistoma biene solamente dos
soluciones: (1. 1); (—2, —2); el segundo sistema también tiene lan
g0lo dos solnciones:

14-3F 1—-38y, (1=¥3 14175
[ S S e
wa (18) liene enatro soluciones:

(1, 1) (—2, —2) (Hr'v’s =175 )3 (1mv’3 1+1-’5]

* L - 1 2 1 2 » 2 ;] 2 .

fixaminenos, ademés, la aplicacion de este método en el sjemplo
de resolucién de un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas, si
una de las ceaaciones de dicho sistema es homogénea de segundo grado.
La ecuacion ax® - bay - cy® = 0 se denowmina ecuacidn homogénea
de segundo grado. Asi pues, reselvamos el sistema de ecuaciones

{ az®+ bay -yt =10,
Pz, y)=0,
donde P {x. ¥) es un polinomio entere respecto de x e y.

1. Sea @ .- 0. Bs evidente que el sistema (20) es equivalente al
conjunto de sislemas

y=0, { ba ey =10,
[ Pz, =0, P, y)y=0.

Cada uno de eslos sistemas puede resolverse por el método de susti-
tucion.

9. Sea a == U. Apliquemos al primer miembro de la primera ecua-
cién del sistema (20) una transformacién idéntica ¢formacion de cua-
drado perfecton:

(19)

) . Por consiguiente, el siste-

(20)

axt L bry 4 cypt=u (x" 1‘-% xy+%y2) —
—o{[or g ()] - (B))=
2

:a{(x—l—% y] ——,l;;*} , (2D

donde 1) -~ 1* — 4ac.
En el caso de D > 0 el primer miembro de Ja primera ecuacién
dol sistema (20) se representa en forma de un producto
; 3 ¢ D B VD
axt4 bzy+eyi=a (x+2—; y—{—léa—y) (1+§;y-"275") 1
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por lo cual el sistema (20) es equivalenic al conjunio de sistemas

b+VD el
Pz, y)=0 Px, =0,

Cada uno de estos sistemas puede resolverse por el método de susti-
tucién. En el caso cuando /2 = 0, el conjunlo de sistemas (22) se
compone de dos sistemas iguales de ecuaciones, es decir, de hecho,
es un solo sistema de ccuaciones.

Cuando [} <Z 0, de la igualdad (21) se deduce que la primera ecua-
cion del sistema (20) tiene la Gnica solucién (zy, y,): (0, 0) v nos
queda s6lo comprobar si esta ecuacidn satisface 1a segunda ecuacién
del sistema (20).

Resolvamos el siguienle sistema de ecuaciones:

{ 22 4 xy 4+ yr =19,
P—ay4yi="T.

Apliquemos primero el método de transformacion lineal del sistema:
al multiplicar la primera ecuacién por 7, y la segunda, por 19, y al
sustraer luego la primera ecuacién de la segunda. cbtendremos el
siguiente sistema de ecuaciones:

{ 1222 — 262y + 12y =1,
22—yt yi=1,

(23)

(24)

que es equivalente al sistema (23). Apliquemos al primec miembro de
la primera ecuaciéon la transformacién idéntica de «formacién de
cuadrado perfecton:

1222 — 262y + 12y* =12 [12_2"“%' {%%}24_3"2_% =
(e ) B (B 3 (o )
-3 ().

En virtud de esta transformacién idéntica y de la afirmacion 6, po-
demos constatar quo; el sistema de ecuaciones (24) es equivalente a)
conjunto de sistemas de ecuaciones:

[:r—?y—l}, )(I T—U,
Pr—zy+yYr=1, (wz—wy-i—yz———?.

Resolviendo cada uno de estos sistemas por el método de sustitucién,
obtenemos que el primer sislema tiene tan solo dos soluciones:
(2; 3) ¥ (—2; —3); el segunde sistema también tiene sélo dos solu-
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ciones: (3; 2) y (—3; —2). Por consiguiente, el sistema (23} tiene so-
lamente cuatro soluciones: (2; 3); (—2; —3): 3; 2); (—38; —2).

En algunos casos para resolver un sistema de ecuaciones, se nece-
sita que la afirmacién 6 sea empleada no una sola vez, sino varias
veces. Por ejemplo, esto se debe realizar al resolver el sistema de
ecuaciones

{xs—y“=19($—y). 25)

By =T +Y)
Escribamos este sistema en la siguiente forma equivalente:
{ (x—y) (L +zy+ 42— 19)=0,
(@+y) (2—zy +y*~T)=0.

En virtud de la alirmacion 6, este sistema es equivalente al conjunto
de sistemas

{ z—y=0, { 242y 4 yE—19=0,
@4y @@=y + =T =0, | @4y (@®—zy+y>—T7)=0.

Aplicando otra vez a cada sistema la afirmacién 6, llegamos a gue el
gistema de ecuaciones inicial (25) es equivalente al conjunto de sis-
temas de ecoaciones

z—y=0, z—y=0, 224 zy 4yt —19=0,
{ x4y =0, { zt—zy + Yyt —T=1, { z+y=0,

{ 224 ay 4yt —19=0,
x2—gy+yr— T=0,

Los tres primeros sistemas se resuelven facilmente por el método de
sustitucion; el cuarto sistema ya se ha resuelle mas arriba. Al reunir
juntas las soluciones de todos estos sistemas, resulta que el sistema
de partida (25) tiene tan sélo nueve soluciones: ©, 0; VT, V7
(—V7, =V (=Y, V10): (V' 19, —V19); (2, 3); (—2, —3)
3, 25 (=3, —2).

Hemos de indicar que comdnnente para la resolucién de tal o cual
gistema nos vomos obligados a emplear varios métodos.

Sistemas de ecnaciones con varias incégnifas. En la practica
nos encontramos con la necesidad de resolver sistemas de ecuaciones
no sélo con dos incégnilas, sino con una cantidad mayor de incognitas:
con tres. cnatro, ele. Demos a cenocer, por eso, las definiciones co-
rrespondientes y analicomos ciertas afirmaciones que son indispen-
sables para la resolucién de tales sistemas.

‘Supongamos que se pide resolver la ecuacién

' Bl Jis % voap B =042 U8 v e By (26)
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donde R (z, ¥, 2, . . ., 1) ¥ Q (x, y. 2, .. ., t) son polinomios, ente-

ros (véase el cap. 11) respecto de las letras z, y, z, . . .. £. En este
caso se dice que csta definida una ecuacion algebraica con las inedgni-
tas z, y, %, . . ., t. Observemos que las incégnitas z, y. 2, ..., ¢

representan el conjunto de todas las incdgnitas contenidas tanto en
el primer miembro, cemo en el segundo miembro de la ecuacidn (26).
Por ejemplo, la expresion 42® = yz + 5y° es una ecuacién respecto
de las inebgnitas z, y, z, puesto que los polinomios que figuran en los
miembros primero y segundo de dicha ecuacion pueden ser escritos
en la forma R (x, y, 2) = 42®> = 42 + Q.y + 0z, Q (z, y. 2) =

= yz 4+ 5y* = 0.z 4+ yz + 5y de donde se ve gue estos polinomios
son realmente enteros respecto a las letras 2, y. 2.

Se llama coleccién ordenada (2, y, 5, . . .. t) la coleccion de incig-
nitas de la ccuacién (26). E1 CVA de la ecuacién (26) es el conjunto
de todas las colecciones numéricas, correspondienles a la colecci6n
de incognitas (z, y, 2, . . ., 1), en cada una de las cuales en lugar de
cada incégnita puede figurar cualquier nQimero real.

La coleccién numérica (zy. yg, Zg, - - -1 to), correspondieunte a la
coleccién de incognitas (x, ¥, z, . . ., t), se Nama solucién de la ecua-
ci6n (26) son iguales los valores numéricos de los polinomios B y Q,
correspondientes a esta coleccidn numérica, es decir, si se verifica la
jpualdad numérica B (%5, Yps oy .+ o Eo) = @ {Lss Hos Fos = « s Lo)s

Resolver la ecuacién (26) significa hallar todas sus soluciones, es
decir, determinar todas las ceolecciones numéricas, cada uwna de las
cuales convierte la ecuacién (26) en una igualdad numérica que se
verifica.

Sean dadas dos ecuaciones algebraicas con iguales incégnitas:

R(..I"." va,--n i)“o(z\y’z““:‘ IJ
T B & anny =8 85 0 % s a0t

L]

Estas ecuaciones se denominan eguivalentes, si cualquier solucién de
fa primera ecuacion es también solueién de Ia segunda ecuacién y,
viceversa, cualquier solucion de la segunda ecuacién es también so-
fucion de la primera ecuacién. La sustitucién de una ecuacién por
otra, equivalente a la primera, Ileva el nombre de paso equivalente
de la primera ecuacién a la segunda.

Son licitas las siguientes afirmaciones:

1. Las ecuaciones R (z, y, 2. ....8) =Q(z, y. 2. ..., 1) y
R oy z ....0 —Q(x.y, 2 ... 1) =0 son equivalentes.

2. Las ecuaciones R (z, y. 2, ..., ) - Qx. ¥, 3 .... 8 g
AT Ui %o D BT U Bis ooy B=0 0 1 25 v Db
+ Sz, y,2, ..., 1), dondeS (2, y, 2. ....¢)esun polinomio entero
respecto de las letras x, y, 5, ..., I, son equivalentes.

3. Las ecuaciones Rz, y, z. .. ., t)=Q{x, ¥. 2. ..., 8 y
ol (z, ¥y, 2, ..., ) =aQ(x, Y. 3, ... t) son egiuvalentes para

cualquier ruimero real o, distinto de cero.
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4. Supongamos que se sabe gue se verifica la igualdad idéntica

Rizg, y. 2. ..., )=1T{(z. y, 2 ..., t); entonces, las ecuaciones
Bo(a, it %o veisg D=0 (s T Bevenn D) 7 T U 2y 5 cuyp D)=
= Q (x. y. 2. . ... t) son equivalentes.

Lia validez de estas afirmaciones se demuestra de manera analoga
a la de las afirmaciones correspondientes en el § 1, por lo cual se
omite agui.

De las afirmaciones 1 y 4 se desprende que cada ecuacién alge-
braica puede ser reducida a la forma P (x, y, z, ..., t) = 0. ¥ por
es0 podemos examinar s6lo las ecuaciones del tipo

755 (3:1 Vs Ty v 0 vy i) = 01 (27)

donde P (2, y. z. .. ., 1) es un polinomio entero respecto de las le-
L8 s U2y siesy B

Sean dados los polinomios P, (z, ¥, 3, .. .. t), Py (z, y, 2, . ..
e )y e Py, 2, ..., 1), enterps respecto de las letras
z, Y, 5, - ... 1. Se dice que esld dado el conjunto de m ecuaciones al-
gebraicas con las incognitas z, ¥, 2, ..., &

Pl W %5« vy B =00y Ba Gy 2 o )il
o P (2, ¥, 2«0y 1) =0, (28)

si se requiere hallav todas las colecciones numéricas, correspondientes
a la coleecidn de incdgnitas {z, ¥, 2, . . ., ¢), cada una de las cuales
sea solucién de por lo menos una de las ecuaciones pertenecientes al
conjunte (28). Cada una de dichas colecciones se denomina solucicn
del conjunto (28). De este modo, resolver el conjunto de ecuaciones
(28) significa resolver e¢ada una de las ecuaciones Py {(z, ¥, z, . . .
e ) =0, donde i =1, 2, ..., m, ¥ Lomar, a continuacién, la
unién de estas soluciones.

La ecuacién (27) es equivalente al conjunto de ecuaciones (28). si
enalquier solucién de la ecuacién (27) es, a la vez, solucidén del con-
junto (28) v cualquier solucién del conjunto (28) es solucién de la
ecuacidon (27). La sustitucién de la ecuacién (27} per el conjunlo
equivalente (28) lleva el nombre de paso equivalente de la ecuacion (27)
al conjunto (28).

Sean dados jos polinomios P, (z, ¥, 2, ..., 1), Py (z, ¥, 3. ...
e )y ooy Pz oy, 2, ..., 1), enteros respecto de las letras
z, 4, %, ..., L Se dice que esta dado un sistema de m ecuaciones
algebraicas con las inedgnitas =, y, z, . .., £

Pl(xly’zv "‘!t)zol

Po 2, Uy By uay I} =10, 29)

LR S A T I S

Pm (;ll', Yo 2y o0y '{}:01
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si se requiere hallar todas las colecciones nuwméricas, correspondien-
tes a la coleccion de incognitas (z. . 2z, . .., f). cada una de las
cuales es solucidn de cada ecuacién del sistema (29). es decir, si se
requiere determinar todas las colecciones nmuméricas de las incogni-
tas (z, ¥, 2, . . ., t) tales que, siendo sustitnida cada wna de las co-
lecciones en todas las eeuwaciones del sistema (29). las Villimas se
reduzcan a igualdades numéricas que se verifican. Cada semejante
coleceién numérica se denomina solucion del sistema (29) (las ecuacio-
nes del sistema sc eseriben habitualmente en una columna y sc red-
nen eon una llave).

Dos sistemas de ecunciones algebraicas con incognilas iguales
z, ¥, 2, ... tse llaman equivalentes, si cnalgquier solucién del pri-
mer sistema es a la vez solucidn del segundo sistema 'y, viceversa,
cualqnier solucidn del segundo sistema es solueidn del primer sistema.

Se dice que estd dado el conjunto de & sistemas algebraicos de
ecuaciones con las ineodgnitas =, ¥, 2, .. ., £

P11(£|yez~---v”=0y Piz(x,y,z-_....t):‘—'o,
Pokzm: 1 3 vven B=1); Pz, ¥ «on =10,

(30)

si se requiere hallar todas las colecciones numéricas, cada una de las
cuales es la solucion de al menos uno de los sistemas de ecuaciones
del conjunto (30). Cada tal coleccién se llama solucién del conjunto
de sistemas de ecuacioncs (30). El sistema de ccuaciones (29} es eyui-
valente al conjunto de sistemas de ecuaciones (30), si cualquier soln-
cién del sistema de cecnaciones (29) es a la vez la solucion del con-
junto de sistemas de ecnaeiones (30), y cualguier solucidn del con-
junto de sistemas de ecuaciones (30) es la solueion del sistema de
ecuaciones (29).

He aqui algunas afirmaciones refereates a la equivalencia de
los sistemas de ecuaciones.

1. Si se cambia el orden de seguimiento de las ecuaciones del siste-
ma (29), el sistema oblenido serd equivalente al sistema (29).

2. Si una de las ecuaciones del sistema (29) se sustituye por una
ecuacidn equivalente, el sistema oblenido serd equivalente ol sistema (29).

3. Supongamos que en el sistema de ecuaciones con las incognitas
&, Yy 3, ..., t la primera ecuacion esid escrita en fjorma tal, gue el
primer miembro de ésta contiene una de las incégnitus, por ejemplo, x
a la potencia una, y en el segundo miembro figura un polinomio enterv
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respecto de las olras letras. En este caso se dice que la incdgnita x viene
expresada de la primera ecuacién del sistema por medio de las otras in-
cdgnitas. Si la incognila x viene expresada a partir de la primera
ecuacion del sistema en términos de olras incognitas, entonces, al sus-
tituir en otras ecuaciones del sistema, en lugar de xz, el polinomio citado
de olras incdgnilas, oblendremos un sistema eguivalente de ecuaciones,
es decir, resultan equivalentes los dos siguientes sislemas:

=0y, 2 ... 1), =Gy B s 05t}
IJ‘.!(.:El Y. 5y -<-‘”:0 y szo(y,ﬁr---,t)s Ye 24 ---!”2(].
Pal2oih 2o voee =0 Fon Oy, 2y oo caiills 2y wuns B1=0,

Observemos que si en cl segundo sistema sc examinan sélo las ecua-
ciones Py = U, 3 =0, ..., Pn =170, entonces ellas forman un
sislema de ecuaciones con un niimero de incégnitas menor que en cl
primer sistema.

4. Sila primera ecuacion del sistema (29) se sustituye por una ecua-
cibn igual « la suma de la primera ecuacion multiplicada por cierto
mumero real P % 0, con la segunda ecuacion multiplicada por cierto
nimero real o, entonces. el sistema obtenido de ecuaciones serd equiva-
lente al sisiema de ecuaciones (29), es decir, cualesquiera que sean p == 0
y o reales, serin egquivalenies los dos siguientes sistemas de ecuaciones:

Pz, 4,32, ..., £)=0,
Py, 0 2y vy (=0,

3

ﬁib-l {3.-'. Yy 2y o 0uy t)—i—apa(x} Uiy 5w t}=0:
pz(-‘l:v YUy Zy 44 ay t}=0,

A titulo de covolario de la afirmacién 4 Lenemos las afirmaciones:

3. 8i la primera ecuacion del sisiema (29) se sustituye por la suma
{o la diferencia) de las ecuaciones primera y segunda del sistema, el
sistema oblenide de ecuaciones seri equivalente al sistema de ecuacio-
nes (29).

6. Si la primera ecuacién del sistema (29) es equivalenie al conjunto
de ecuaciones Q) (%, ¥, 2, . . -, 8) =0, Qy {2z, y. 2, ..., ) =0, Ce
v Onla, w2, ..., 1) = 0, entonces el sistema (29) serd equiva-

168



lente al siguiente conjunto de sislemas de ecuaciones:

Qi(xg ¥, 2, ...,5):0, 02(,1_‘,, Wi Znemansy {):0.
Pz(x) Y, 2, 0--!I')=01 IJz(‘Z, ¥, z, ....“:0,
IJm(‘T‘y‘ 2y ....t):o Pm{“““’ Ha 2y o0 sy t)'—‘-’U,
Oﬁ' (:L', y' B4 4y t)=0,
s Pz(x, y,z, .....t)=0, (:-31)

P U %, conpl)==1

Si otras ecuaciones del sistema (29) son equivalentes a sus respectivos
conjuntos de ecuaciones, entonces a cada sistema de conjuntos (31)
es aplicable la afirmacion 6 y cada sistema de conjuntos (31) puede
ser sustituido por su conjunto de sistemas de ecuaciones. El conjun-
to completo de sistemas de ecuaciones, equivalente al sistema (29),
se obtiene examinando todos los casos légicamente posibles.

Observacién. Los sistemas de ecuaciones algebraicas lineales se
analizan detalladamente en el cap. X.

Ejemplo. Resolvamos un sistema de ecuaciones con tres in-
cognitas:

A ytz=2,
r+yPrtz=2, (32)
b yfs2=2.

Sustituyamos la primera ecuacién por la dilerencia entre las
ecuaciones primera y segunda, y sustituyamos la segunda ecuacién
por la diferencia entre las ecuaciones segunda y tercera. De resultas,
segin la afirmacién 5, obtendremos un sistema que serd equivalente
al de partida:

@y —z— =,
Yerz—y—z2=0, (33)
ztyA-zt=2,

Los polinomios que figuran en el primer miembro de las ecuacio-
nes primera y segunda del sistema (33) pueden ser descompuestos en
factores:

Bty—r—pP=(—ypy+y— 1),
P4+z—y—F=@g—-2)y+z—1).

Como resultado, de acuerdo con la afirmacion 2, el sistema (33) es
equivalente al siguiente sistema:

E—plr+y—1)=0,
(y—2y+2—-1)=0, (34)
T4y rt=2,
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La primera ecuacién del sistcma (34) es equivalente al conjunto de
ecuaciones
z—y=0 z4+y—1=0

Por consiguiente, seghn la afirmacién 6, ol sistema (34) es equiva-
lente al conjunto de sistomas

2y =0, e+y—1=0,
{ (y—z)y+z:—1=0, { y—2)(y+z2—1)=0, (39)
pty+2=2, T+y422=2

La segunda ecuacion en los sistemas del conjunto (35) es equivalente
al conjunto de ecuaciones

y—z2=0, y+z2—1=0.

Por consiguiente, ¢l primer sislema del conjunto (35) es equivalente
al conjunto de sistemas

z—y=0, z—y=0,
{y—z=0, y+z—1=0,
atyt2=2, 4y 2=2.

El segundo sistema del conjunto (35) es equivalente a la totalidad
de sistemas

aty—1=0, z+y—~1=0,
{y-z:O, {y»|-z—1=0,
THy+22=2, \@++y+E=2.

De este modo, el conjunto de sistemas (35) y, por tante, el sis-
tema (32). equivalente al conjunto (35), son equivalentes al si-
guiente conjunto de sistemas de ecuaciones:

r—y=0, x—y=1, z+y—1=0,
y—z=10, y+z—1=0, y—z=0,
T+ y--2=2, Ty at==2, Tt y+2E=2

{ y+z—1=0,
x oyt at=2.

Todos los sistemas de este conjunto se resuelven con facilidad por el
método de sustitucién. Bl primor sistema tiene tan sélo dos solucio-
nes (. 4. 2 (=1 +V3 —1+VE —1+V3): (—1 - V'3
—1 — V'3, —1 — ¥ 3); el segundo sistema, s6lo dos soluciones
(z, y. 2): {—; —1; 2); {1; 1; 0); el tereer sistema, sélo dos soluciones
(e, oy, 2): (0 13 1); (25 —1; —1); el cuarto, solo dos soluciones
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=, y. 2): (1, 0; 1}: (—1; 2; —1). Por consiguiente, ¢l sistema de par-
tida (32) tienc solamente 8 soluciones (x, y. z): (—1 - V'3; —1 +
+VS A4V (A —VE =1 —VF A —V O 11
{; 0; 1); (1; 1; 0); (—1; —1; 2); (—1: 2, —1); {2; —1; —1).

K jerelcius

Aplicando el método de formacion de cnadrado perfecto, escribase ea forma
de la suma algebraica de los cuadrados de polinomios los siguientes polinemios
(... 14):

1 62Tz 3. 2. 28+ HMr—5at. 3. 2abmABs— 142, 4 22 —6 (4 12).
5.  (z-34)+289. 6. —%z‘z-l-zz—{-i. 7. —;~x“»—4x+2. 8. 9—3:::“3:-,
Y. 4zx?—4x+1. 10, 42322 +1. 11, z*—a’ixa-}-ﬁx*—éx-}—t

12, 244 209 g 18, 20200 222

2 1(1 '
14. 162841627 — 48— 4o |- 210,
Escribanse los polinomios que siguen en forma de un trinomio de segundo

grado respeelo de 2, y héllense sus discriminantes (15 ... 33):
15. 3—%-5— 4z® 16, 23z — 120 — =2

17. 18z — 11 —Br {1 4- z). 18, = (22 + &) — 2 (¢ — B).

19, 44 24 2 the+6), 20. {n—1) (3 —20) — 32~ 2

2, 2z —3) Bx+ 1) — (z — 11). 22. 3 (z + 1) 2z + 3) — (& — 1)%.

23, 8o — (G -+ (2 —2) ~ 2 2x— 1), 24, 22— («-L2) (8 — 2) —
— 2z — 8.

25. 34zt 4-4)—8 (x—1)Lh&{x+1). 2. %(_i—:r) c_z—x':——-g—.

27, % (2m+9;—-1-’0- (28 —21). 28. 3+ w_%

20, Zmx — mn — nz 4 222 30. 22 4+ Za (b — x) -+ Bbe.

3. 2 — b (20 — b)) — 4b% 32. Sa(x—a)+ Ba(r | 2a) — 2 (z —a) +
+ 2a (r — a).

33, (z — 3) Br — a) ~ (¢ — 2a) (2z — 3),

iPertenecerd el conjunto §1; —2} al conjunto de todas Jas soluciones de las
signientes ecuaciones {34 ... 4i):

3. 22 +1=8(@—~2)—(r—7); 35. (#—1)(r+2) =0

36, 2r 4 22 — 3 = 0; 37. 2% -} T2¥ = §;

38, 4 4+ at =522 B9, 2% 22 (1 — 1) = 2%

400 2 -+ 3z (x — 3) = T — O; 41, (2% + 3z — 5) (22 ~- Ju - 8) -+ T=0?

{Seran cquivalentes las siguientes dos ecuaciones (42 ... 54):

.
42. 2z 4e1=3 v 2w=2: 43 7"’%

44, 2 =4yt — 16 =0;45. 224 1=0y 2t L (=0
46. 92 (2x — 3) = 26 y (6x — 13) (3o + 2) = 0;

=05y 2(z2—1)=2;

AT, (r==2) (3 4-bda) =222 y (.7:-{— Ilrr?_—ﬁ ) (z— EH_: L )=(];
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48, (z+ 4) =0 v (x4 &) @ 4z + 100) = 03

49, g — 12 =17 — 2z y (z —12)2 = (17 — 2x)%

50. =0 —x ¥y 22{z—2) = (6 — =) (x — 2}

5l. 22+ B =5z y (224 6) (z + 4) = Bx (x + 43

52, 3=2r— 2 y 3+ (22 + §) = 2z — 2% - (2 + 5);

B3, (e —H=0y2@+1)E+H+8=@+ e+
54. Bz 4 2) @r —T) =6 (z + 22+ Ty 3([6—2 (2 — 2z + 10)] = 5a?

¢Serdn equivalentes las siguientes ecuaciones y conjuntos
de ccuaciones (35 ... 72):

BEguacldn Conjunto de ecuaciones
’ i “_4(?.1-5—9)_1 L r—1 99— 0 N
55. [dr—d—i _-5(6, - ) 13r—92=0; o=T 73
36. Lot 9 =)= Tr=18—2z; Br+6=U;
= {z45) (=43
g oy L ¥
g, | Grmd e=l) 4 2 8 25— 5|T— (e —6) (24 1)] =28
21 i 7 i
58, 2t B2=x-t4 = —4& Jx-+12=10;
59. (B2—5) (25 —b) = 2%+ 223 it .-.v=-§-;
60. 2r{z4-T)=ax*4 32 Szt=Bz; bzt 4=0;
61, 2zt —1{5=x 2{x—1)=z-41; 2z45=10;
62. 15—z=8z (142} Br—-5=0; z-+3=0,
63. s =22 2e=1; 2o 6=2 (e B4 1;
84. (z=+1) (22 4-8) = da? — 22 0,3z—1,8=0,7—0,2z; 224+5=0;
65. (32 5)2 4 22 (32-+5) —0 3{T—3 [2—2 (z—1)]} = bz; 22=5;
7 f5%:.5 G o . ]
6. T(z———3—) o Ge—12=0 | 32—1=0;6—B—al=br—4
67. | (@+1)*+ @—22=2(*—2,5) 15—z (8—1) = (g —5)%; £=5;
. 222+ 10 (e4+2)(z—4)_, 1 T — s
68. @ : —1-2— 0,52+ - =z—3; 2{z—5)t=0;
69. 2= - e L 02e=1 gy 22— =0,
= e B S g & A, A 48,
70. 3(r—912—2 (z—9) —16=0 e (“Ta)_ o
22 —14z - 49 =0
U 32 (— 2 —(z+1) (z—13)=0 22 4-7=0 13zt — 14z +9=0;
72. 4 (2r—32—4 (22—3)F1=0 V izt 42=0,
3(2e—T7) (22 1) .
S LET S 0
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Resuélvange las siguientes ecunciones (73 .. . 123):
78.5—4{r—3) =2 —2(—1)
74, 434+ 1) —3R2z =6 —x—2(3 — ).
75. 3 {15 — 2 [2 — 2 (x — 4)] — 2} = 52 — 20.
z—1 3~z , z—2 -5  x—3 . o1
76. 6 F—=—— 3 o AR i 7 =5 172.
78 02(e—1)+05B—g=F—2 79, 27 AR Ay
80. (x4 2)(z—1)=0. 81, 2x 3z — 4) = 0.
82. 3z + 4) (5 — 22) = 0,
83. 2 =Tz + 6=0, B4, 222 — 5z + 12 = 0.
85. 3r% Tz — 1 =0. 86. 2z (+ 4+ 6) = x%2 — 3.
87. 3 (¥® - 20) = 21z. 88, =+ 2x{z — 1) =5,
e 4 x .
89, (275222 (324 5)=0. 90. (x..g.) (T 7..2)-1-..0A
9, 72452+ 8 =3(z4+ 1) (z — 2.
92. 3(22 — 3z + 1) — 2z (r — 2) = 20 — 8 (x -+ 1) (22 — 4).
93, 2(x—3)—3 (@@ —2r—4) =422 — (3 — 5x) {z — 1) — 34.

3{2 :1:) 1

94, 3{z—2)2— ‘iT

95, {.r+2){:—3)—!—x(x-{-4)={z—3)(z—7)—|—.t:"’,
W, +DN+2)+ 94+ (z4+2) (z+ 3) = (z+ 3) {r + 4).
x o | x 1
97. (2-40,52) (—3~~1)—r3 =02 (T‘H?)-
98. 18 + (z + 4) (z — 8) (z — 1) = (z + 1) (= + 3) {= + 2).
9. l—z)(x+2) e+ 3)= 922 — 234 4 (1 — Tz).
100, 22 + 47 — 8Y 8-z + 20 = 0. 10, 2(z — 3) — 2u (V2.2 — 8) = 0.
102, t+ 1)@ —3) —2@+yYH=0.
103. 322 — 22 (¢ —n) + (r+ 2) (Br — 1) =
104. (VZ2—2z— (V32 + 4 +2)=0.105.{r +2)% =2 {r + 2) +
-+ 3.
106. (22 4 52 — 7) (222 4 10z — 1) + 1 = 0. 107. 2% — 32%-}- 2 = 0,
108. »* + 222 — 8 =10, 109. 2° - 2"+ =0,
10, 4+ 22+ 1) @2 - 2 - 2) =12, 111, (2 + 20 4 1) (* — 52+
4 7)== 0,
112, (42 — 1922 + 122) (222 — 7z 4 6) = 0.
113, (22~ 1) (2® — 5z — 6) = 0. 114, 323 — 3z (z — 1) = 7.5
115. 2 — 22 + v —1 =0, 6. B4+ —2=0.
7. B — 2@+ 1) =2 8. 2 — 73+ 14a® — T2 -+ 1 = 0.
119, (x 4+ 9) (z — 1) (22® 4 16z — 20) = 12,
120, (2 =52+ V-2 —2(z—3)=1.
120, el 22 22+ 1 =0 122, A —z (22— 1) =0
123, 25 4 2% = o

¢Pertencee el conjunto {—2; i} al conjunto de lodus las soluciones de las
siguientes desigualdades (124 . 134):

124, Tz—3 (224-3) > 2 (x—4&); 125.

S R .

z4-1 i1—2z
& 2 3
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26, “_,,5" FEL S5 127, <036+ 12 ; .
128, x(x—'l}—b)ﬁm—x?, 129. 2% —bz4 3 <0;

130. _éxu:;(x-m«::o; 131, 922 —6z-1>0;

192, 2 (5—B)~2 < o —(z5 4 2); 133, 446 (.z:—-—%) =g

134, (@ —~ 2 Oz + &) (22 -+ 1) > 07

iSon equivaleutos las siguientes dos designaldades {135 ... 153)*
135, x4+ 4z +12 >0y a— a2 — 3> 0;

136, (2a—M(2x—1 =<0y —;—{z{.% s

187. b~ 12> 0 y 1 — z2< 0

138. 4z =31l y e -3+ D=2+ 19

130, 2 (he — ) < 4 y 4 (z — 4)% < 16;

140, x4 3 =0 y 2% > —3z%

141, 2 — 2 <2y (2= 2%) (o4 42 + 5) < 2 (z + 422 4 5);
142, 2 4 =3 vy 2r—4 4+ 2@+ 3 ;:sd—l—Z{J,-i-dj,
148, w? —- Dr -6 <0y 1 L 204 7T 3,

144, 22—« —623r—1 ¥y 30— 20— 5

145, o+ 423w —2 y xlx+ 1) >3 (x - 1)

146, —'E——-'% [2;»___..2_(‘“_'_5_)]::1' '~5-12- ¥y x>

147, 62 — 202 + 30 << 0y —322 + b+ 2 > 0

148, (22— N z+1) >0y 22 ~2:—3 =0

149, o — o+ 10y 42+ o+ 3> 0;

150, 2% — 1< 0y »=<1;

154, 22— 1 y 10

152, 28 - St —2- 120y 22— 3:+10>0;

153, 228 -l et y d? — AP - Bat — 4 12 02
esudlvanse las siguientes desigualdades (154 . . . 205):

154, 20 — 7 (22 — 9) = 3z. 155. 5 (8 — o) — 3 {z — 4) << 163
156. 2 {z — 1)*—-3("!‘—3))6—-3(1‘—0)

157, —1_1~{. ..x}—— (4 —bx) >-——(z-{—4)—»~lb
s X tha —T) {3 —15) _2_.' {4r—9) (x—1)
2 3 ) 5 5 N

159. .ﬁ- 22+ 24)—0,1 (£ 1) > % —0,3 (2-—32).

160, —%a(r—%)<—;-(x{é)l—;-
(O T R L. {5.:;_9) >-§r(ﬁ— e T

162, (85 —2) 2 —3)— @z —1) (z—2) + bz > (20 —3)2.

o3, o=@ et  @Be—i@-p 2 (Gz—1) (22—3)
3 4 12
. (dx—2) {x—1} 2 (= BF g
164. ——rmr < '.1—:?? {-»-—-7 2 {3z 4-1).
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165, (2= + 3) (x—-?)—~ 282 — 1)< 2 (24 8 (x— 2).

3 bet1 ., 4
166. ?(21—?)——(:9—8)—-’; A 1)

167, 2 — 2z — 2 << 0. 168. 322 — 6z — 8§ < 0.
169, 1622 — 77z -+ 10 = 0, 170, 3% 4+ 13:*: — 30 = 0.
174, 162 — 182 {z + 1) << 0. 172, 21 — 222 — 24x% < (.
173, (x — 42 (z + 5) < 0.
174. (2_éZ)x sy g ‘1-} 3x .
175. (1_3};;(:_3)2. 176, 8e (2 +2) + 3w+ 1) > — 1.
177, Qz -+ 2) (z — 1) << D - 6

1

3
178. 5 12—2x+T =z (x—1)- 4.

179, V622 —~2 1V 32— 3z4-2<0.

180. (+% — 162)% — 63 = 2 (2* — 16a).

181, 2%+ 22 4 72 (4 - 22 + 28 (B -+ 2z + 22).

182, (32 — 4z 4 1) (4 — 5% 4 &) < 0.

183, 2 4 222 > 6 4 32, 184. (» + 2) (=2 — 1) {x — 32 <L 0,

183, (ct+4)(x+ 2P (@ —1) (2 —a)* @* — 3=+ 5) > 0.

186, (22 — 4) (¢ — 4o + 4) (22 — 2 — 2) < 0.

187,090 —ah) (P — 22 —3) (v 8 = 0.

188, (2 — 202 — 32 + A) (#® — 3z + 7) > 0.

189, (27 — 3722 — 162%) (22 -+ = + 1) << 0.

190, (2 — 4o —12)(z®* — Tz — 6) = 0. 191, {z* 4 10z -} 25) X
¥ (25 — 2% = 0.

192, (22 — 3z — 14) (222 |- U - 14) < 0.

103, (323 — 24) (222 = G — 20) = 0.

194, (z® 4 dr — 45) {32 — L4 — D) (# + 1) < O,

195. (22° 4 27) (3% — 2o + 1) (3% + T2 — 10) > 0.

196. (6% — 22 4 16) (Br* — a2 = 19 — &) << 0.

197, z (22 L 3r — &) > 7% -~ 1822 4 6z + 5.

198, 42% 4+ 32 — 5 (4o -+ 3) = 20 — 50 (2 + Br — 2.

199. (@ — D {xr —3) (x — 4) {z — G) + 10 = 0.

200. {»? — 3x - 2) (2 — S ] 6) (1 — &%) < 0.

201, (5a® — 2 — 4) (2% ~= 1) (& - 10) = (.

202. 3@+ 3+ 20 D& -2+

203. (22 — 16) (32 — 9) < (»2 — 87 + 18) (2« + 8).

204. (2% -+ 4z) (@2 + = — 6) > (¢ — Ux) (22 + 22 — 8).

205. (322 — Tor -+ 2) (2% — 9) < (222 — 5z ~— 3) (972 — 6 + 1).

En los problemas Mele 206 . . . 213 por coleccién numérica (a3 &) se en-
tiende una coleccion numérica correspondlrmte a la coleccion de incégnilas
{x; ¥} para z = a ¢ ¥ = b.

(Pertenece el conjunto {(2; 1)} al conjuntn de todas las soluciones de los
siguientes sistemas de ecuaciones (206 . . . 209)7:

Tz45y=1, A 953;—49=23z,

206. { 5z Ty =11; 0 { 76y = 102 — 137

z42y =4, 14z =9y =9,
208, { 2r4-8y=T L { 9z L4y =47
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iBs el conjunto {(2; 3), (3; 2)} el con]unto de todas las soluciones de los
sigraientes sual,ema‘- de ccuaciones (210 . 243):

2 z4u=5
= { x3. 1 ;,:8-—-35 211. { £2y? - 24 = 10zy;

#*q-zy -yt =18, x4 4y 480 = 152 4- 30y,
212. { A e TR { rie

En los problemas MsN2 214 . . . 221 por seleccién numérica (a, &, ¢) se en-
tirnde una coleccion numérica que corresponde a la coleccidbn de incdgnitas
.y, 2) parta =@, y = b, 2=,

¢Pertenece el conjunto {(3; 2; 1]} al ronjuul.n de todas las soluciones de los

siguientes sistemas de ecuaciones (214 ... 217)?
" 2r4-y4-z=8, Se—3z=4 {141y,
214 {5:-;1y+2;=3, 215, {2(z+21‘) 843y,
Tx-fpy+3z=20; 243z =14 —z;

28—yt -|-5d=8, (x—1) (y4-3) =14,
216. { 2yr—zxr+2xy—13, 217. { {#+5) (z+8)=063,
£ e g 2 (z48) (g —1) =187

¢Es el conjunto {(3; 4; 1), (—3; —4; —1)} el conjunto de todas las solucio-
nes de los siguientes sistomas de scuaciones (218 , .. 221)?

x2yz =36, z?- r.z_;-]—zn—-25
218. {xyfz=48, 219, { Ty -y b yz =32,
ryzt =12; xz+yz+4-22=8;
xy?zt =136, ay+2r4-y =24,
220. { royzt= 144, 221, { vz-+ 3yt 22=15,
zlylz = 48; zx+z+ 3z =97

¢Son equivalentes los siguientes dos sistemas de ecnaciones (222 |, ., 22%)7
3z 41 __ 2z—y 2y—z

3x--2y.=13 7 g R )
A * } 7
o { Jx—24=5 ¥ br—-2  4y—5z  zaty
3 2 T hE
— z4+y=11, z4yp=11,
23\ qy=12 8 o1
x+5;;=26, -75+2y=1s
L — 25y == 156 ¥ { x3-|—81)3—127;

Tx—by =23,
4Gr2—40y? = 1081

z oy
4(:‘21*9’33—17.:.1;,
2 —gy+yt=19,
302 - 3By == T4y zf 222yt =744
4o —DBy4Bz2=3,

{
{
{
{
Z--) =0,
227, {y—i~z=10, ¥ 8r—Ty—3z2=9,

y--rr.:z,

]

z—x=20 Jl T —8y - 92 =6;
yz -z =110, 12 - zy -+ 2 =48,
228, st yr=29, v {
ZY ==zl = — 39

Ty Hz—l—yz-— 12,
z24-yz 4zt =
(x4 y)t—z? -—G.J
22— (y+12)% =13,
T4 p—z =57

H-l-e—z= 14,
U2zt = 40, v
yz=9

229,



Resuélvanse los siguiontes sistemas de ecuaciones (230 . .

230.
232,
234,
236.
238,
240,
242.
244.
246.

248.

254,

256.

260,

262.

264.

264,

268,

1203582

{
{
{
{
{
i

{
{
{
{
{

{

:

{
{
{
{
{

b+ 3y =21,
4;‘:—»35‘ =3.

9z 43y —2=0,
105386y —4& =0.
Sx—3=—2y,
by --152=9.
z4-y=35,

22y —10zy -+ 24=1).
z+y=1,

28 L yd =341,
z+4y=3,

@b - o= 1023,

z - 3zy =35,
y=22—2zy.

Ty =35,

2 {7+ ¥)*+ 324 =51 (z + 7).

22 ay =210,
y2=231—zy.
3z 4 a3y = 2240,
2=y B2y 3.
2 4-2xy - 10y? = 145,
zY -yt =24

2t f-y? =8,

23— =8 (z—y).
z:—ay4y: =309,
843 =351,
2%y - 2y® =120,

2% 4 =152,

zitzy+y2=19,
zd 32yt |yt =133.

Se—4yt-z=3,
Szty—22=31,
8z—3y—z=1.
I+y-—z=1!’
ptz—z=1,
rfz—y=1.

o y-4z=19,
iyt -zt =91,
yi=zz,
ay+2z+ty=7,
yz--3y 42z =12,
zr4-z+43r=15.
(x+ ) (z}-2) =63,
(y+z2) (4 +2) =42,

{242 (z-} ) =54.

. 273
13-4-2y =9z,
?:\:=3!}.
7.‘!‘::3-—75'.
16y 16x—8
:C'-I—‘l}‘ =57 121
2zy=9 (x—y).
z+ 3y =10,
34 27y2 = 280.
T—Yy=2,
Th =272 — ¢y,
T—y=2,
(22 4 y?) (23— y) = 260).
z3=5z+y,
yd=xz+5y.
zy=172,
224 y? =145,
(@—y)?=3—22—2y,
y(e—ytd)=z(y—z41).
2%~ Jyt=3y —x —30,

231

{
{
{
{
{
{
{
{
{

233, B
235.
237.
239,
241.
243,
245.

247.

249, { ZE -yt 4z y=18.
yst [ Fdyr=5ay,
251. { 232 =y -3,

= iy -y =37,
- oy 52 2

A x4 py? =13,

2JJ| (x__}_y} (y3+13)=19.
257 {ﬂw‘—y‘—z’y’:i

» 2 —yt— gy =1.

102—9z=19,
8r—y=10,
y—122=10,
2x—y=2-12,
dz -3y =0z —3586,
2(y4z)=4 (x—Uj}.
4 —2y="Tz,
y+z==z,
y?—4=8z

1

261.

263.
— dz%.
r—y-ta=2,
Thzt= g4,
2 (y—-p2) =13 |-
ay+-yz =10,
yzt-zz =12,

27 -4 yz =10,
et y-z)=
A
2 {x4-y+2z)=84

265.
267.
2649.

{
{
¥
{
{

177



¥+z=zyz, z?yz =b,
270. zr=zyz, 271. xyta=18,

T4y = 2yz. Tyz? =12,
x2yz? = 144, 23y85 =24,
272, { T2z =48, 273, { zy3z2 =18,
zy?zd = 36. a?ys® =108.
{Qué rlgura en el plano de coordenadas se define por las siguientes ecua-
ciones {274 ... 281)?
274, y = s 8, e 2y = 0; 276. 3z — 2y = 1; 277. ay = 0; 278.
(1 —a)(z—p)=0; 279, 2* 4 2 = 5; 280. 22+ y* = 0; 281, 22 — 32 = (7
¢(Tienen un punto comin las siguientes dos rectas (282 ., . . 284)?

282. 2+ 2y =4y 22+ 3y=T;

283, b — y=3 y 8z =2y + 6;

284, 22~y —3 =0y 2y 4 9 = 4ap

¢ Tienen un punte comin la circunferencia yla recta signientes (285 . . . 289):
285. 224+ 2 =16 y 22+ 5 =0

286. z* - y2 =25 8 y = 3

287, 2% 4 y? =49 o y = 22 — 3;

288, 2t pl=dey=7— m

289, 22+ 2 =18 o y =z + 3Y 37



CAPITULO

v

POTENCIAS Y LOGARITMOS

§ 1. Potencia con exponente entero

En el primer capitulo se¢ ha definido la operacién de elevacién a
potencia con exponente nalural de cualquier niimero real. En el
pérrafo presente se repite esla definicién y, ademnds, se aducen las
definiciones de elevacién de un ndmero a potencia nula y a potencia
con exponente entero negalivo.

Sea ¢ un ntmero real cualquiera y n, cualquier niimero natural,
Entonces, se denomina potencia del niimero a con exponente natural n
(0 bien n-ésima potencia del niimero ¢) un niimero que se escribe en la
forma " y que se determina segiin la regla

aa -+ a, sinz=2;
=
i n VECes
a, i on=1,

Sea @ un nimero cualquicra real distinto de cero. Entonces, se
denomina potencia nula de este niimero la unidad, es decir, por defi-
nicién, a® = 1 para cualquier nimero real @ distinio de cero.

La potencia nula del nimero cero no se define y el simbolo (° se
considera privado de sentido.

Sea a un nlimero real cualgquicra distinto de cero y n, cualquier
numero natural, entonces se llama potencia del niimero a con expo-

; . 1 . R
nente entero negative (—n) el ntimero —; « @8 decir, por definicién,

;| : : gt
a" = -+ Dbara cualquier nimero real a, distinio de cero, y para todo

numero entero negativo (—n).

La potencia entera negativa del nimere cero no se define y el sim-
bolo O-" se considera privade de sentido,

Asi pues, la polencia natural (n-ésima) se determina para cual-
quier nimero real, mientras que las potencias nula y entera negativa
se definen s6lo para cualguier nimero veal, distinto de cero.
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8i @ es un nlmero real cnalquiera distinto de cero, entonces se
puede enunciar la definicién de potencia con exponente eniero, la
cual representa la rewnidn de las deliniciones antecedentes.
) Sea ¢ un nitmero real cualquiera distinto de cero y «, cualquier
namero entero; enlouces, por wimero a* so entiende aquel que se
determina segin la siguiente regla:

! a, sia=1;
aa ..., s o=m, m es un pimero nalural, m=2;
vt
aﬂ.: M Veees
1, si a=20;
1 5 2 :
=% 8i = —n. {—n) es un ndmere negativo enlero;

en esle caso el numero a® se denomina pulencia con exponente eniero,
¢l nimero ¢ ¢s la base de la polencia, el nlmero a, el exponente
de la polencia.

En el primer capitulo se han wlucido las propiedades principales
que posee la operacion de elevacion a polencia con exponente natu-
ral. I’ara la operacién de elevacién a polencia con exponente entero
estas propiedades también tienen lugar.

A saber, sean e ¥ b cualesquiera némeros rcales distintos de cero,
y sean « y B cnalesquiera nimeros enteros, cnlonces:

o
a) (ab)*=a™* D) (—z—) =2 .
3 . a* ot — [
¢) a%ab=a%+b ) a*:ab=—4 =a%"F
i

&) (a2 =a,

Demostremos que estas propiedades son licitas. La validez de
la propiedad a) para o« natural (z = n, n €) se deduce de las
leyes principales de adicién y multiplicacion de ndmeros reales:

(ab)® = (ab)" = (ah) (ab) ... (ab)=0a ... ab ... b=a"b"=a"b"
6 R g s "
Tl VELES VEBres n Veces

Sea @ = 0, enloneos (ab)® = (ab)* = 1 = 1:1 = %" = a%b*, e=
decir, (ab)> = a=b®.
Supongamos que ¢==—m, y m ¢s un ndmero natural. Por defi-
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1

nicién de potencia con exponente negativo, (ab)®=(ab)™ =

-
segin la propicdad de una polencia —:“Tibﬁz

con exponente natural

segin la propiedad de las fracciones :-—:7- 317:

por defipicion de polencia con expo- =T = g7b%.

nente negativo

Por consiguienie, la propiedad a) es valida.

La propiedad b} se demuestra del modo andlogo.

Con el [in de demostrar Ja propiedad c¢) examinemos cada uno
de los seis casos posibles: y o =n.f=m; Da=nf=—m
Na=—np=m4a=—nf=—m(donde n ¥y m son niimeros
natnrales cualesquiera); 5) o es un nGmero entero cualquiera, f =
= 0; 6) @ = 0, f es un nimero entero cualquiera.

1. Cuando ¢ = n, p = m, la validez de [a propiedad ¢) se des-
prende de las Jeyes principales de adieién y multiplicacién de los
numeros reales:

a%ab=0"a"=(a ... a)(¢ ... a)=0a ... g =0 = a%+h,
R P N p—
n veces m Veces {n+4m) veces
2. 8eaa=n, f = —m, donde n y m son nimeros naturales;

entonces, por definicién de potencia con exponente entero negativo,
tenemos

Aplicando la regla de multiplicacién de fraceiones, tendremos

Supongamos que n >> m, entonces, aplicando Ja propiedad de Ia
potencia con exponente natural, obtenemos

a”

- ﬂ,ﬂ' : am i an-—m — anﬂ—m) i ﬂ'a+ﬁ.
a)n

Sea n = m, cntonces, por definicién de potlencia con exponente
nulo, obtenemos

L f = b — ™M™ gadB,

Sea n < m, entonces, al aplicar la propiedad de la potencia con
exponenle natural y la definicion de potencia con exponentc nega-
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tivo entero, ohtenemos

a" 1 1 1
- _— ; :gmrﬂ i = = q~{(M-N) — =M+ _ gn+(-m) _ ao;-]—ﬂ_
o,
a‘!’l
3. Supongamos que & = —n. p = m, donde » y m son nlimeros
naturales. Este caso es andlogo al caso enque oo = n, f = —m.
4, Sea &« = —n, p = —m. donde n y m son nimeros naturales.
Entonces a%af =g e =
seglin la definicién de potencia con ﬂ"sﬁ'a_}“=
exponente entero negativo
. s 1
segin la regla de wmultiplicacién de = =
fracciones
= z i 1
segin la propiedad de una potencia =
¢on cxponenfe natural
por definicién de potencia con expo- =g = g T =
nente entero negalivo = g"MHM) = ga+B,

5. Sea « un nimero entero cualquiera y sea P = 0, entonces,
aplicando la definicién de potencia con exponente nule, obtenemaos

a‘xab = g%.] = g% = %+0 = p&+B,

6. Supongamos que & = 0, ¥ P es un mimero entero cualquiera,
entonces, aplicando la definicion de potencia con exponente nulo,
obtenemos

aBaf = 1-05 = B = gUtB = qo+B,

Por consiguiente, la propiedad c) es licila.

Para demostrar la propiedad d} con « y P naturales (& = n, f =
=m, n €N, m € ¥), examinemos tres casos:

1. Si n>> m, entonces n = m + I, donde { € ¥. Aprovechemos
las propiedades fundamentales de la multiplicacién y la divisién de
niimeros reales:

m vered [ veces

Ny e vy
. :
a%:gh=q": am=—~—:m = e S R e ), "'aa) (aa... %) — gt — g™m — gu-8,
[
m VECES

2. 8i n=m, cenltonces

n veces
n
a ' N |
n.gm
a’ "= =" =1
am @ ...8a
"'-'V—"
m Yeees
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Por definicién, ¢® = 1. Por lo tanto,
a®:af = a1 a® = a% = g™ = g%-B,

3. 8i m > n, entonces m = n + k, donde & € N. Aprovechemos
las propiedades fundamentales de la multiplicacién y la divisién de
numeros reales y, ademas, la definicién de elevacién a una potencia
negativa:

1 veces
f—'A—\
n 1
G g = S — @ ...a) e .
g el am (@...a){e...a) " a ...a 4
\-_\‘-—J \W—P e —
n Veces k veces 4 veces

= @ (=") = g~ o g,

Cabe sefialar que en este caso (n — m) no es un nimero natural.

En los demas cinco casos para los valores de ¢ y p la demostra-
cion de la propiedad d) es andloga a la de la propiedad c).

Con el objeto de demostrar la propiedad &), examinemos al igual
que en los casos ¢) y d), los seis casos posibles:

1. Supongamos que o = n, § = m, donde n y m son niimeros na-
turales. En este caso hagamos uso de las leyes fundamentales de
adieién y multiplicacién de nfimeros reales:

@)P=(a""=("(a") ... @) =(a...8) ... (@ ...0) =
NG A ) s () ;

[N
™ veces T Veces n veces
m veces
=00 e =D
L —
fim veces
2. Supongamos que « =n, } = —m, donde n y mson niimeros
nalurales. Entonces (a®)® = (a") " =
por definicién de potencia con ecxpo- =ﬁ:¢.
nente entero negalivo
segin la propiedad de la potencia =—u—,}ﬁ-m
con exponente natural
por definicion de potencia con expo- = e
nente entero negativo =g~ = g*h,
3. Supongamos que & = — n, f = m, donde n y m son nlimeros

naturales. La validez do esta propiedad se demuestra igual que en
elcasode o = n, f = —m,

4. Supongamos que & = —n, f = —m, donde » y m son niime-
ros naturales.
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Entonces (a%)f = (a") ™ =

por definicién de potencia con expo- 2‘('3:’1‘]?:
nente cntero negativo
de acuerde con el caso 3 que acaba- — _}m ==
&

mos de examinar

33, Al 5 1
por definicidn e poteneia con expo- ==
nente entero negativo aim

. 1

conforme a la propicdad de las frac- =1:m=
ciones
de acuerdo con la regla de divisién =M ) =
de las fracciones = a%B,

5. Suponganios que « es un nimero entero cuslquiera y fp = 0,
entonces, por definicién de potencia con exponente nulo, (a*)f =
= (g%)? = { = 4% = g% = g%,

6. Supongamos que ¢ = 0 ¥ B es un ndmero entero cualquiera,
entonces, por definicién de potencia con exponente nulo, (a%)p =
= (ao)ﬁ = (i)ﬂ =1 = aﬂ — aoﬁ == ac‘ﬁ_

Por consiguiente, la propiedad e) es licita.

Ejemplo. Hagamos uso de la propiedad de la potencia con expo-
nente entero para calcular la siguiente expresién numérica:

A3
- (%)"Jrrrt—s-w-t

Pasto e (= 4) =4 (§) = 5=, (3) =1,

(4)'1=.::., 5.-10"1=%-_-:-%-, tenemos
1 27 3

P P

H_L_J_._i o
) 2

§ 2. Potencia con exponente racional

En el capitulo I se ha dado la siguiente definicién de raiz aritmé-

tica de un nimero posilivo.
Sea 7 un niimern natural ¥y @, un namero positivo. Entonces el
nimero positivo b tal, que &" = a lleva el nombre de reiz gritmé-

tica de n-ésimo grado del niimero a y se designa b = ¥/ a.
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Hemos asumido sin demostracién la afirmacion de que para todo
namero positivo ¢ existe una, y sélo una, raiz aritmética de n-ésimo
grado.

Por definicion de ¥ @, resulta valida la alirmacién:

{ @ es un numero posilivo,

- r 68 un numero natural,

/a p—4 1 2o -

@ €S un numero positive,
(Y a) =a.

Demaos a conocer ahora la delinicién de elevacion de un nimere
entero a una potencia con exponente racional aprovechando con este
fin la definicién de elevacidn a polencia entera y la definicidn de raiz

aritmética de un numero positivo.

Sea a un niimero positivo y r= %—, un namero racional, con la

particularidad de que ¢ es un nimero natural (¢>>0). El ntmero
positivo & tal, que b=§"a? lleva el nombre de r-ésima potencia
B =
del niimero a y se denota b=ga', es decir, ai==7 d”,
o A

Observemos que } a=a",

Supongamos que a y b son cualesquiera niimeros positivos y ry, ry,
cualesquauiera nimeros racionales. Resultan vélidas las siguientes
propiedades, llamadas propiedades de las potencias con exponentes
racionales:

a) (ab)1=a"b"1,
b) ( a1 a’l
7 S e
b 1
¢) aha"r=a"1t",
d) a'r1:a"2=a"r""s,
e} (af:l)r2=g,?1rz_
Demostremos la validez de estas propiedades
a) Sea r,=--g- donde g es un nimero natural.

v=49
Examinemos [(ab)"’] =
por definicién de potencia racional =V (ab)’]" =
por definicién de raiz aritmética = (ab)? =
por la propiedad de la potencia con
exponente entero = aPb" =
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por definicion de raiz  aritmética = (¥ @) (Y 7)<

2.9, P\ 1
por definicién de pofencia racional = (a“') (b”) =
Segiin la propicdad de la potencia con

B Py
exponente nalural = (a'?b"') :

Asi pues, [(ab)1])?=[a"b"1]%, Conforme al teorema 1 del § 2,
cap. II. esla ignaldad es equivalente a la igualdad (ab)r=a"1d"1,
v la propiedad a) queda demostrada.

La propiedad b} se demuestra andlogamente,
L

N
Entonces, a'1a"2 = a%a™.

¢} Supongamos que r1=% y Tp o= —

P L

KExaminemos aqan] =
scgun la propiedad de la polencia pygny myqn
con cxponente natural =:(a'l) (aﬂ) =
segun la propiedad de la potencia Pygn my rq
con exponente natural -[( ) ] [(aﬂ) =
por definicién de potencia racional =(/ @)1 (Y a™)"} =
por definicion de raiz aritmética ={a’}" (a™)?!=
segin la propiedad de la potencia
con exponenle entero =a’"a™ =
sogiin la propiedad de la potencia
eon exponente entero =iat N
por definicién de raiz aritmética ="V )" =

pn+ mq
por definicién de potencia racienal ={a ™ )",

s . . n m
Asi pues, tomando en consideracién que (—p+—4)=r1+?‘z,

tenemos {a"a"2)? = (a"17"2)"", De acuerdo con el teorema 1 del § 2,

cap. II, esta igualdad es equivalente a la igualdad: a"a o= g"1%7a,
y la propiedad ¢} queda demostrada.
L.a propicdad d) se demuestra anélogamente.

PA™
m - ==
e) Supongamos que r = '% e =t Entonces (arl)"g = (aﬁ' )ﬂ

pymye
Lixaminemos [(m)"] &=
segn la propiedad de la potencia con )
= @'/ I"}'=

exponente natural
n, g
[V (4T -
(

4
por  definicitn de potencia con {
exponente racional
~{{&)"Y =

por definicion de raiz aritmética
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con exponente entero a1

segin la propiedad de la potencia Pygqm
con exponenie enlero = (a") J

por definicién de potencia con

segun la propiedad de la potencia (p)"w

exponente racional =V ap)’)" =
por definicién de raiz aritmética = (aP)" =
segian la propiedad de la polencia

con cxponente entero =a" =

por definicién de raiz aritmética = (Y a"m)m =
por definicién de potencia con pm4m
exponente racional = (a‘-’")

Asi pues, [(an)2jr = (gr2)an, De acuerdo con el teorema 1
del § 2, cap. II, la validez de esta igualdad predetermina la validez
de la propiedad e).

Demostremos una propiedad més de la potencia con exponente
racional,

f) Supongamos que @ es un niimero positivo, r1=%, un nua-

mero racional, mientras que g y n son numeros naturales.
g
En este caso at=qin.

fyan
Examinemos (aft) =
segin la propiedad de una potencia ]
con exponente natural = [(a?)4}" =
por definicidn de una potlencia con
exponente racional =[({a")'|"=
por definicién de ralz aritmética =(a")'=
segin la propiedad de una potencia
con exponenie entero =gt =
por definicién de raiz aritmélica ="V aF")1" =
por definicidn de potencia con expo- B4
nente racional = (a"'".r

pyaIn oy n

Asi pues, (a‘f) =(a‘f”) , de donde precisamenic proviene la
validez de la propiedad f).

Para las' raices aritinéticas las propiedades demostradas tienen
por expresidn

a) Vab=VYa'Vh;
b) i‘/;.._ﬂ

g e A

3
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C} ?]V'a- F;/r'i = il an.;h
d) ’;‘/E. L ﬂ’}/ah—n
(ap =V VVa="V
f) ’“V(L" =V a.
Ejemplo. Simplifiquese la expresion numérica
A=(2V8+3V5-1V2) (V724+V 204V 2).
Apliquemos las propiedades estudiadas:
VE=VE=2V3 VR=VFR=YBVE=6VF

VO =V25=V2YV5=2V05.

Por consiguiente,

A=GVI+3VE—TVDEVIL2VE)—~4V D)=
=3.(V5=V2).2.(V 2+ VB =6(V5-VR(V5+V2)=
=6(5—2)=18.

Estudiemos ahora las propiedades principales del tipo de desigual-
dades para la polencia con exponente racional.

g) Supongamos quec a>1 y rm% es ndumero racional positivo

(p=>0, ¢=>0). Entonces, a">>1.

P
Examinemos (a7} =
por definicion de poleucia con expo-
nente racional =(V/ ) =
por definicidn de raiz aritmética =a’.

De acuerdo con el teorema 1 del § 2, cap. 11, Ias condiciones a >

> 1y 4 > 1P son equivalentes, quiere decir, de la condicién & > 1
2

se desprende que @ > 1, mas, en este caso, {a”)? > 19, es decir,
(") > 19, de lo cual, sepin la misma propiedad, resulta que 4™ > 1.
La propiedad g) queda demostrada.

hy Sea O0<<a<<l, ¥ r'u«% un mimero racional pesitive (p >0,
g>0). Entonces & <1,

La demostracién de esla propiedad es anidloga a la del caso g).

i) Supongames que a > 1 y ry. re son ndmeros racionales tales,
que ry > r,. Enlonces @t > a™.

Demostracion. Por cuanto (ry — r,} s un nimero racional posi-
tivo, entonces, conforme a la propiedad g), -2 > 1. Al multipli-
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car esta desigualdad por el nimers positivo «™2, obtenemos {en vir-
tud do la propiedad 21 de las desigualdades (véase el § 2 cap. 1)
a2 (¢v2) > a'». Aplicando al primer miembro la propiedad ¢) de
una poteacia con exponente racional, llegamos a que a™ > @2, es
decir, la propiedad i) queda demostrada.

j) Supongamos que 0 < a << 1, y sean ry y r, nmeros racionales
tales, que r; > r,. Entonces a" < as.

La demostracidon do esla propiedad es andloga a la de la propic-
dad 1i).

Ejemplo. Demuéstrese gue para cualesquicra nimeros positivos
a y b se verifica la desigualdad

2 2

a3 63> (a1 B)°.

Demostracion. Denotemos «¢--b con ¢ y examinemos las fracciones
a a b @ b
— ¥ i. Por cuanto — +—=1, ceatonces 0 = G<? g I

e N e
|

i
Valiéndonos de la propiedad jj, obtenemos (-9;)3 < 1, (-%)3< 1,
2 2 ;

2

28 2
<1, (%)j * < 1. Por consigniente, (i}) < (—"-)3
2

[+
b

Fledels

numéricas se verifica lambien la desigualdad

2 2

(i]?‘+(i)§>%+%,

¢ c

o bien (%—)
(i)g . De acnerdo con la propiedad de las desigualdades

% b
de donde, teniendo en cuenta que %-{-T-—-L llegamos a que so

verifica la desigualdad
2

ol ]

Teniendo on cuenta que ¢ os un nimero posilive y multiplicando
2

esta desigualdad por ¢3, concluimos que se verifiea la designaldad
2z 2

ing

a®+b5>¢%, lo que se trataba de demostrar.

§ 3. Potencia con expontente irracional

Tomemos los valores aproximados del niimero V2 por delecto:
1, 4.4, 141, 1,444, oon

y los valores aproximados del némero }/ 2 por cxceso:
2¢ 1@, 442, 5419, .
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De acuerdo con la propiedad i) de la polencia con exponente racio-
nal, tenemos
T B 3, (1)
)?
32>31|5}31,ﬁ2>3f,%15> . (2)
En las desigualdades (1) y (2) hay una infinidad de términos y
cualguier términe de las desigualdades (1) es inferior a cualguiera de
los términos de las desigualdades (2). Resulla natural entender por

nimero 3V 2 un nimero que es superior a {odo término de las desi-
gualdades (1) e inferior a todo término de las desigualdades (2).

Quiere decir, por nliumero 3‘”‘ se entiende un ndmero que es mayor
que 3 a cualquier potencia racional que aproxime V' 2 por defecto,
¥ que es menor que 3 a cualquier polencia racional que aproxime
V' 2 por exceso. Admitimos (sin demostracién) que lal nfimero exis-
te y es, adomés, anico.

De igual modo se determina también ¢, donde ¢ > 1, v & es un
niimero irracional positivo. A saber, se hallan los nimeros racionales
r; que aproximan ¢l namero « por defecio: ry<Cry<ryg<<...
... << o, y luego, los niimeros racionales I, que aproximan el ni-
mero ¢ por exceso: & >l > 13> ... > «. después de lo cual
se forman las desigualdades an < ane<Ta™ < ...y dah > a2 >
= af* ... Entonces, por a* se enliende un niunero que es superior
a cualquier ntmero a*; e inferior a cualquier nimero ¢'x. Esta defi-
nicién puede enunciarse también del modo siguienie.

Sean dados un ntmero ¢ >> 1y un nimero irracional positivo o®.
Designemos con r; los niimeros racionales que aproximan « por de-
fecto. y con Iy, aquellos que aproximan a por exceso. Por nimero a
se entiende un nimero y ial, que para cualesquiera r; v I, se verifica
la desigualdad a™t <C y << atk, Se asume aqui sin demostracién que
tal miimero existe y es, ademds, inico.

Sean dades un nimnero « tal, que 0 < a < 1, y un ndmere irra-
cional positivo c.. Denotemos con r; los niimeros racionales que apro-
ximan o por delecto, y con I, por exceso. Por niimero a* se entiende
un niamero y tal, que para cualesquiera r; y I se verifica la desigual-
dad ai >y > a'r. Se asume aqui sin demostracién que ial nimere
existe y es, ademds, 1inico.

Sean dados un nimere positivo a 1al, que a == 1 y un nimero irra-

1
cional negative ¢. Por mimero a* se entiende un namero igual a Tl
es decir, si ¢ 5=1 ¥ a os un numero irracional negativo, entonces

1 _
@* = —=r. Por cuanto el niimero ¢'* es distinto de cero y en el con-
@

junto de niimeros reales la operacién de divisién es siempre realiza-
ble, entonces existe un nimero (y esie niimero es inico) igual al cociente

1 ”
P Dicho ntimero se denomina namero e%.
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Observacién. 1. Si a2 = 1, lenemos ¢* = 1 para cualquier nimero
real . Por eso, en las definiciones ciladas inds arriba el caso de
a = 1 no se examina.

2. En virtud de las definiciones citadas anteriormente y de la
definicién de potencia con exponente racional, para @ > y para
cvalguier nimero real o el niimero a* es siempre positivo,

Para las potencias con exponente irracional resultan [icitas las
siguientes propiedades. Supongamos que ¢ > 0, & > 0, o es un nu-
mero irracional, f, un nimero racional o irracional, entonces:

a) (ab)x = a2b%;

G.
By (5) ===
¢} a*ab = a*+é;
d) a% : af = a%B;
o) (aﬁ}ﬁ =
La demostracion de estas propiedades se realiza con ayuda de la
teoria de los limites y por esla razén no se da en la obra presente.

§ 4. Potencia de un niimero positivo

Todo lo expuesto en los §§ 1 . .. 3 permile dar la definicién de
potencia real de un ndmero positivo. Observemos que el niimero o
existe y, ademdas, es unico para cualquier nGimero real o,

Definieién. Sean dados un nimero positive a y un nimnere real a.
Por nidmero a> se entiende un nimero positive que se determina segin
la siguiente regla:

I. 8$i >0 y:

1. & = m, m es un nimero natural, enfunces

a, para m=1,

a%=4{ aa ...a, para m>=2,
S om—
™m VECEs

i £ ;
2. Gm—rey g €5 UR nifmere natural, entonces a®=1y a (raiz
aritmétice de g-ésimo grado de un wimere positivo);
3. tx=—;1—, donde p, g son niimeros naturales, entonces a®—
=Vﬂ'.p; :
4. & es un nimero irracional, entonces:
a) sia > 1, el nimero p® serd mayor que a'i y menor que a'r, donde

r; es cualquier aproximacion racional del mimero a por defecto y .
cualquier aproximacién racional del niimero o por excesu;

b) $i 0 << a << 1, enlonces a* es un nidmero menor que a'i y mayor
que @ In (r; ¥ 1, son Eos mismos gue mds arriba):
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¢) si @ = 1, entonces a* = 1.
Il. 8i o = 0, entonces a* = 1.

M. Si e« 0, entonces a®*=

qled *

El niiimero a® recibe el nombre de potencia, el numero a es la base
de la polencia y a, el exponente de la potencia.

De los 88 1 ... 3 se deduce que la potencia de un nimero posi-
livo posee lag siguientes propiedades principales: si @ y b son nu-
meros positivos, y ¢ v fi, cualesquiera numeros reales, entonces:

a) {ab)* = a*b*%;

¢ Yy a”*

Iy () =5e

¢) ataht ~ grth;

d) a® : &b = o=l

0) (aa)ﬁ L

Estudicmos ahora las propiedades principales de la potencia de
un namero positivo del tipo de desigualdad.

Teorema 1. Si e > 1 y o > 0. enfonces a* > 1.

Demaostracién. Si o = -2 es un nlimero racional (p y ¢ son nime-
ros naturales), entonces la propiedad de ¢* > 1 ya se ha demostrade
en ol § 2. Si @ es un nimero irracional, elegimos cualquier ndmero
racional positivo r quo aproxima o por defecto, en este caso a® > a,
segin la definicién de potencia irracional. Al mismo tiempo, de
acuerdo con la propiedad demostrada en el § 2, a” > 1. Conforme
a la propiedad de transitividad de las desigualdades, la validez de
dos igualdades a* > @ y o' > 1 predeterina la validez de la
desigualdad ¢* > 1. El teorema 1 queda demostrado.

Teorema 2. Si a>> 1 y a << 0, entonces a® < 1.

Demostracién. El nimero p = — « es positive, por lo cual, al
aplicar el leorema 1, tenemos ¢f > 1. Multipliquowmos ambos miem-
bros da esta igualdad por el nimero positivo a*. Segin la propiedad
de las esignaldades tenemos aPe® > a*; segin la propiedad c) vy la
definicion de potencias concluimos que afa* = a®*# = a® = 1, por
consiguienle a* < 1 y el teorema 2 queda demostrado.

Teorema 3. 8i a > 1 y a* > 1, entonces a. > 0.

Demostracién. Supongamos que a* >1 y a >1, pero a <0,
es decir, o bien o = 0 o bien o << 0. 8i @ = 0, entonces a* = 1 por
delinicion. Si @ < 0 y a > 1, entonces, aplicando el teorema 2, te-
nemos «® < 1. Asi pues, si & <C 0, entonces a* <C 1, lo que contra-
dice Ja suposicion de que a* > 1. El teorema estd demostrado.

Teorema 4. Si a > 1 y a* < 1, entonces o << 0.

La demostracion del teorema es andloga a la del teorema 3.

Reunamos los teoremas 1 ... 4.

Afirmacién 1. Si a > 1, entonces las condiciones a* > 1y a >0
son equivalentes: ademds, son equivalentes las condiciones a* <1 y
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o < 0, es deeir, si a > 1, entfonces
a%® > 1 e o >0,
<<l a<0,
Teorema 5. Si 0 << a << 1 y o > 0, entonces a* <= 1.
Demestracion. Examinemos el nimero b ~ ;1; Por cuanto b = 1,

entonces, aplicando el teorema 1, tendremos b* = 1. Multipliquemos
ambos miembros de esta desigualdad por el nimero positivo a%. Se-
giin la propiedad de las desigualdades tenemos: b%a* > a*. Segin
las propiedades de las potencias tenemos b%a* = (ab)* = (1) = 1
por lo cual a* << 1.

Teorema 6. Si 0 << a <1y a <0, entonces a* > 1.

Teorema 7. Si 0 << a << 1 y a* > 1, entonces oo <= 0,

Teorema 8. Si 0 << a <21 y a% << 1, entonces o > 0.

La demostracién de todos estos teoremas os aniloga a la del teo-
rema 5.

Reunamos los teoremas 5 ... 8.

Afirmacion 2. §i 0 <C a <C 1, entonces las condiciones a® > 1 y
o < 0 son equivalentes, ademds, son equivalentes las condiciones a®» << 1
y a >0, es decir, si 0 < a<<1, entonces

a® > o= g << (,

. a®<_1a>ua>0.
De las afirmaciones 1 y 2 se obtiene con facilidad e siguiente coro-
lario:
Afirmaecién 3. St e > 0 y a s& 1, entonces las condiciones a® = 1
y a = 0 son equivalentes, es decir, si a >0 y a % 1, se tiene

*

=1 =0.

Teorema 9. Si a > 1 y o; > a,, entonces a% > a*,

Demostracion. Examinemos un nimero ff = o, — «,. Por cuanto
B >0, tenemos que af > 1. Multipliquemos ambos miombros de
esta desigualdad por un nimero positivo a%s. De acuerdo con la pro-
piedad de las desigualdades, afe¢* > a%, y conforme a las propieda-
des de las potencias tenemos afa®: = a, por lo cual a®: > a% y el
teorema 9 queda demostrado.

Teorema 10. Si a > 1 y o, << o,, enionces a* << a%s.

Teorema 11. Si a > 1 y a% > a%:, enlonces o, > o,

Teorema 12, Si a > 1 y a™ << a%, entonrces oy << %y,

[.a demostracidén de estos teoremas es analoga a la del teorema 9

Reunamos log teoremas 9 ... 12.

Afirmacion 4. Si e >> 1, enlonces las condiciones a* >> g% y
o, > oy Son eguivalentes; ademds, son equivelentes las condiciones
a* << a™y oy < %y, 68 decir, si @ > 1, entonces

a%t > 4% o> ¢y > oy,
a%s <7 a%s <= oy < Oy
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Teorema 13. Si 0 <Ca<C1 y oy >> o,, entonces a% < a*.

Teorema 14. Si 0 <<a <1 y o, << o, enionces a* > a*s.

Teorema 15. Si 0 < e <1 y a® > a%:, entonces o, << G,.

Teorema 16. Si 0 <Ca <1 y a% < g%, enionces o, => Gy.

La demostracion de estos teoremas es andloga a la del teorema 9.

Reunamos los teoremas 13 ... 16

Afirmacién 5. Si 0 << a << 1, entonces las condiciones a% >> at
y &, << o, Son equivalentes; ademds, son también equivalentes las con-
diciones a% < a%: y o) > a,, es decir, si 0 << a < 1, se tiene

a% > g% <=> 0y < Oy,
A% < A% <= Gy > o,

De las afirmaciones 4 y 5 se obtiene con facilidad el cerolario si-
guiente:

Afirmacion 6. Si a >0 y a 5= 1, enionces las condiciones a® =
= q% y o, = o, son equivalentes, es decir, si ¢ > 0y a == 1, enlonces

acn ] adn e ai — (Ig.

Las afirmaciones 4 y 5 se enuncian verbalmente del modo siguiente:

Si la base de una potencia es mayor que la unidad, entonces al
mayor exponente le corresponde mayor potencia, ¥ viceversa, a la
potencia mayor le corresponde el mayor exponente.

Si la base de una potencia es menor que 1 (0 <C 2 < 1), al mayor
exponente le corresponde menor potencia y, viceversa, a la menor
polencia le corresponde el mayor exponente.

Observacién. Si « = 0, el concepto de operacién de elevacién
a una potencia puede extenderse al conjunto de todos los niimeros no
negativos,! puesto que, por definicién, 0¢ = 0, si a > 0.

Veamos como se emplean las propiedades de las potencias de un

niimero positivo. Supongamos que se requiere demostrar que LA
Por definicién, V3 < 3, donde r ¢s la aproximacién racional

; o 7
del niimero irracional V'3 por exceso. Tomemos Py Pot cuanto

7 7
V'3<'1—, enlonces SVS < 3%, Demostremos que 3"‘<?.

Aplicando dos veces el teorema 3, llegamos a la equivalencia de
las siguientes desigualdades:

L 1
i
3

3&
F<iy(F)<t
Empleando las propicdades de las potencias del tipo desigualdad,

3?!*’1

obtenemos que la desigualdad (-T—)ﬂ-(i es equivalente a la
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.
desigualdad%:—;i, la cual se verifica, pursto que 37=2187, "=
=2401.

Por consiguiente, en virtud de la equivalencia de los pasos, se

verifica también la desigualdad W << T

§ 5. Logaritmos

Analicemos los problemas principales que surgen al estudiar las
potencias.

1. Sean dados los nimeros reales ¢ vy «. Hdllese un niimere real x
tal, que 2 = a%. Estc es un problema de elevacion de un nimero real
a potencia. Es resoluble para cualquier nimero positive a y eunal-
guier nimero real ow. Sie — 00y 2 > 0, entonces x = (} (véase el§ 4,
cap. IV). El problema en el que a << 0 aqui no se analiza.

2. Sean dados los niimeros reales b y a. Hdllese un nimero real
tal, gue se verifique 2* = b.

Si b es numero positivo cualguiera y ¢ es cualquier niimero
real distinto de cero, ¢l problema se reduce al anterior, pues la

1 t1a 1
respuesia la da el nimero z=>5% En cfecto, z%— (b"—) .
=4 =5 Sia=10yb =1 enfonces la solucién de este problema
es un nilmero real » distinto de cero, Sic = 0y b 5% 1,este problema
no tiene solucién. El caso cvando & << 0 aqui no se analiza.

3. Sean dados los niimeros reales a y b. Hdllese un nimero real
x tal, que se verifigue a* = b. Estudiaremos este problema sélo para
a ¥ b reales y positivos. Sia =1 v & = 4, a titulo de solucién de
este problema interviene cualquier nimero real z. Sia = 1 y b == 1,
el problema no tiene solucion. Analicemos el caso en que ¢ =% 1,

Teorema 1. Para lodo par de nimeros reales a y b tales, gue a > 0,
a5 1,y b >0, existe un nidmero real, y sélo uno, x tal, que a* = b,

La existencia de tal nimero z no se demuestra aqui. Demostremos
la unicidad. Supongamos que existen unos nimeros reales z, y z,
tales, que a®1 = b y a*2 < b. Segiin la propiedad de transitividad
de las igualdades tenemos a¢*1 = g*2. En virtud de la afirmacién 6
(véase el § 4), z, = z,, lo que se trataba de demostrar,

Definicion. Si a >0, as=1 y b > 0, un nimero real o recibe
el nombre de logariimo del niimero b de base a y se denota o = log, b,
st a% = b,

Hemos de notar que la definicién de logaritme se puede dar sélo
después de demostrar el teorema 1, puecsto que sin tenerlo demostrado
no esté claro si existe tal ndmero o que sea e%= b si cs él dnico.
Subrayamos una vez més que el Jogaritmo se define solamente para
un niimero positivo debase positiva y distinta de la unidad, es decir,
para cualquier 2 < 0, ¢ = 1 y para todo b <Z 0 el concepto de loga-
ritmo estd privado de sentido. Por ejemplo, la afirmacion de que el
numero 3 es el logaritmo del nimero (—8) de base (—2) no tiene
sentido.
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Asi pues, en la definicién de logaritmo log, b tenemos sicmpre
a >0, a1, b>0, Do delinicitn de logaritmo se deduce la identi-
dad logaritmica jundamental

a'lc--c:'1 I iy b

Haciendo uso de la definicién de logarilmo, obtenomos log, ¢ =
=1, v log, 1 =0. _

Teniendo en cuenta la unicidad del logaritmo podemos constatar
que si b > 0 y p==1, entonces siempre log, u 5= (.

Procedamos a considerar las propiedades principales del loga-
rilmao.

Supongamnos que los niimeros M, N, a, b, @ y P son tales que
M>0 N=>0 a>0 b0>0, a1 bs=1. mientras que =y f
son numeros reales eualesquicra (§ #+ 0). En este caso:

a) log, MY == log, M + log, .V;

b) fog, —]%' = log, M — log, V;

¢) log, M*==alog, M;

d) log, pi%== % log, M;

) lugb;lrfz-!-;igg% (regla que rige el paso de un logaritmo

de una base a otro logaritmo de base diferente):
) log, M == log, N «= M = N;
g) si a > 1, entonces logg M < log, N <= M << N;
h) si 0 << @ << 1, entonees log, M << log, ¥ <= M > N;
d’) logpMB - log, M;
ey log, b-log, a = 1.

Demgstremos estas propiedades.

: : : 108, MN
a) Examinemos a Pt =

segin la identidad logaritmica =N =
fundamental

segiin la identidad logaritmica

fundamental =a
seglin la propiedad de la potencia de
un numery positivoe

loga Al log, N o

a
=a'°“a M4log, N.

Asi puos, @%a¥V = gl% V%N AL aplicar a la dltima igual-
dad Ja afirmacion G que caracteriza las propiedades de las poten-
cias, oblenemos log, MN = log, M+ log, N.

La propiedad b) se demuestra anilogamente.
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. log (M®
¢} Examinemos QS atM%y

segin la identidad logaritmica funda-

1o
mental = M — (a%aM)%
segin la propiedad de la polencia de g i
un nitmero positivo = g% g M

Asi pues, a'%%a M = 421985, M A pYicando la afirmacién 6 do las
propiedades de las polencias, oblenemos log, (M%) =« log, M.

log g (%

d) Examinemos (ab)
segin la identidad legaritmica funda- )
mental = (M)" = (0"%a M)*=
segin la propiedad de la polencia de |
un nGmero positivo =% M
por cuanto f£0, se tienc 1 -=§. —L, 4
f B loz, M
¥y por eso = [(aB)P} e =
segiin la propiedad de la potencia de oy A
un nimero positivo =(a®® .

x
- 1 A = log_ Al ——
Asi pues, (2B) Egp abyf ¢ Aplicando a la dltima

ecuacion la afirmacién 6 sobre las propiedades de las potencias,

obtencmos log p (M’)"‘r_—v—gilng(Jt M,

=

e} Examincmos @M _
segun la identidad logarilmica funda-
menlal =M=
segin la identidad logaritmica funda-
mental = p'Be M
segin la identidad logarilinica funda- o, BB 4
mental =(a o o
segin la propiedad de la potencia de
wn nimero posilivo = '0%b 108y, 31

Az § 3 = T, A . e "
Asi pues, @ %Fa— gl bl M Aplicando a la dltima igual-

dad la afirmacién 6 sobre Jas propiedades de las potencias, oblene-
mos log, M = log, b log, M. Conforme a la propiedad de las igual-
dades, ambos miembros de vsta igualdad podemos multiplicarlos por

__logl 5 {puesto que b==1, l(enemos log, b5=0) y convencernos de
a

que es valida la igualdad

log, M

log,, M = Ee=
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f) De acuerdo con fa identidad logaritmica fundamental (ene-
mos M =a'"%™ y N=0a"%" por consiguicnte,

M =N <> a'%M = %N (1)
Segiin la afirmacién 6 sobre las propiedades de las potencias, tenemos

aiuga M

= a'%e N = Yog, M =1log, N. @)
De (1) y (2) se deduce que
M=N <=log, M =log, N.

g) De acuerdo con la identidad logaritmica fundamental tene-

mos M=a""%™ y ¥ =¢"%a¥ por consiguicnte
M < N <> a'%a™ < g% " (3)
Segiin la afirmacion 4 sobre las propicdades de las potencias tenemos
al%a M < a'%e LI log, M <Zloga N. (4)

De (3) y (4) se deduce que
M << N <> log, M < log, N.

La propiedad h) se demuestra de modo semejante.

Las propiedades g) y h) se enuncian verbalmente asi:

§i la base es mayor que la unidad, al menor de dos riimeros positivos
le corresponde el logaritme menor y al menor logaritmo le corresponde
el niimere menor.

Si la base es menor que la unidad, al menor de dos niimeros positivos,
le corresponde el logaritmo mayor y al logaritmo mayor le corresponde
el nidmero menor.

Los logaritmos de base 10 se denominan decimales y en lugar de
la designacién log,, M se escribe a menudo ig M.

Los logaritmos de base e (¢ es un namero irracional, euyo valor
aproximado es 2,718281828459045 .. .) se denominan naturales,
y en lugar de la designacién log, N se escribe a menudo In N.

Las propiedades de los logaritmos sc utilizan para transformar
diferentes exprosiones logaritmicas tanto con los niimeros, como con
las letras.

1
TR - ) 125
. 7 0% 3 9V’3
Ejemplos. 1. Calcilese A—-—( l/%)b <& . Do acuer-

. - . 1 1
do con la propiedad ') de los logaritmos, W=T1°g35;

conforme a la propicdad €) de Jos logaritmos, logg 5 125=
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=log 553===-§—log3 5. Valiéndonos de las propiedades de las poten-
92

cias y de la identidad logaritmica fundamental, obtencmos

o ag

310005 5 .3 i
A=(37)5 5 =9 5 =(3|-083 ‘.'J) 5=5 =5[0._.008.

2. Demuéstrese que si a, & y ¢ son niimeros reales que satisfacen
la condicion 0 <2 b < ¢ <C @ — 1, entonces se verifica la desigualdad
log, (& + b) << log,.. a.

ostracién. Por cuanto ¢ >0 y ¢ = b = 0, resulta evidente
la validez de la desigualdad

a® — (¢ — b) a — be < a%,

la cual puede ser escrita de la manera siguiente:

(@ + b) (a —c) << a’ (5)

Come a > 1, podemos aprovechar la propiedad g) y obtener la desi-
gualdad

log, (a + b) (@ — o) < 2, (6)

que es equivalente a la desigualdad (5).
Haciendo uso de la propiedad a), obtenemos la desigualdad

loge (@ + ) + logg (@ — ¢) << 2, (M)

gue es equivalonte a la desigualdad (6).

Cada sumando en el primer miembro de la desigualdad (3) es posi-
tivo, puesio que (2 -+ d) > 1 y (@ — ¢) > 1. Por consiguients,
podemos valernos del teorema 1, § 2, cap. II: elevando al cuadrado
los miembros primero y segundo de la desigualdad (7), obtendremos
una desigualdad equivalente.

Por eso, la desigualdad (7) es equivalente a la desigualdad
log, (@ + b) + log, (a—- ¢))* << 4,
la cual es equivalonte a la desigualdad siguiente
[tog, (@ + b) — log, (2 — &)1 << 4 — 4 log, (a + b)log, (a — ¢).
8

La desigualdad (8) es equivalente a la desigualdad (5), la cual es
licite, por comsiguiente, serd licita también la desigualdad (8).
Dado que, para & > 0, ¢ > 0, se verifica la designaldad

0 << [log, (@ + b) — log, (& — o)I?, (9)

podemos valernos de la propiedad de transitividad de las desigual-
dades.
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En
la val

este caso la validez de las desigualdades (8) v (9) predetermina
idez de la desigualdad

0<<4 —4log, (a 4 D) log, (a — ¢),

que puede cer escrita en la forma

log, (@ 4 &) log, (@ — ¢y << 1

Al aplicar la propiedad ¢') y al tener presente que a —c¢>1 y

a>1,

concluimos que la desigualdad de partida es licita

FEjereiclos

Hillese el valor numéricode las siguientes expresiones numéricas (1. ..10:

1 @p—(—2p— (=3 2 () (15 ) ~1-osme

om
:

=1

8.

9.

¢,

1.

12.

13.

-3

i7.

18,

rerri-gr e () (27 ) T (—2)

(_0,751s+(0_3}-a_(_%)'3 6. {(0.6)‘-’10—[(—4.5)'2]°+(3—;—)0-

[Eres (1(5) SR

(—25)" 0= 1007

var-[{z5): ()] [o “"(‘5“ Tl

31 ; (fu 3 _pa: ..%.)_..(2.__) - (—0,295)°.

o (14)4[(4) (3] (30

(2«—) [{12)4 (%) ] oo —1—anep.
T ~2

(—o, @[ (1)°

050 11 (=82 ) T

s () o ()70 () o]

. [(10-8)=2 453, (25)4 .03, (23)2 — 518 (42)2] ; [(5-5)-1 " (_;__) =2 . {05:[ i

ofd) e () e (4) )

()7

{z5.[(%~)2j'3-(25)3 —28.(5% 4.
8 (42)4.33.272 4 00-6%.47-(3%)2

S (678 (20 164 (@) &7
-2716 o
180.‘723.(.;_) ] (%) 2—72-(62)3-1(36)3-42]2
—135.210° . [42-0]°-0° - 30+ [32.4F -3 F 4

(25) } e g_f ‘
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Séquense del signo de la raiz aquellos factores del mimero subradical que
pueden sacarse (20 ... 25):

20, V120, V147, V108, V245, V363, 21, § 32, } 54, § G512,
/1080, 3/375.

22. 1780, /405, 3 328. 23. 5 486, 800, § 12500.

2 V18G4~ VIne, Vsae—v3e 2. Vise—v s
V 20/ T1=3).

Introdfizeanse bajo el signo de la raiz todos los [actords que estin delante
del signo de la raiz (26 ... 30):

ST

] - _:T 1 iE % 487 o
2. 473 5732, 7]/—7—. S VB 21235, 3] % 12}/ 15

i it
6y 1.
T O T Fr s =
S V315 VE, 1?]/2-5. 29. 2173 }'E, (4—V'19). V3.
30. (V'3—2)-¥5, 11—V 1337

Shqguese del signo de la raiz el denominador de la fraceién subradical
{31 soint 33).

/E_ 21 g 1 — V03, /
4;——' 4]/' 3 8
32 1/4,]/32, V15, 20—, 3.
: ; 5 I
w )/ LoV 13V 5 12V 15

- Emril;asc en forma del producto de dos niimeros el siguienle numero
34 ... 37):

3. T+V7, V124V BHVIE 5415+ .

35. 5 ?/3 Y15—3254-1720, 3— 36+ 24

36. 3 12—3V8+4+V 30— 115, 87, V48— B+ 21 %,

Iqlgllese el valor numérico de las signientes cxpresiones numéricas (38 . .

.. 43):

38 2Vsy@+3Voyz—2V 15y 2.

39, V176—2V 275+ V 58—V 891.

40. 2(V' 22—V 175)—(V 12—V 63—V 29).

~— 3 B 1 e
o 15V - ]/5-+b ]/L—w V0.8 — 17 300).
3 T
42. 301/ R T |/ = 453 14, 43. 27 4 -3 0,0016.
a

&4, 70,0001 — ¥ 0,00082. 45. (V 6—2 V' 15)- 1720,

Escribanse en forma de raices de un mismo nrdon los siguienles cuatro na-
meros (46 . 50).

&6, 33, 1/2 5y Y741 VS, ¥ vy 31

8. V2, V7, "11 y N1671. 49, 3234, 5‘- ‘z. ;’3 5 y VI,
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SPE Lrg iry  SE

50. e ',/ g = ol V T .

Escribanse en forma de potencia con exponeate racional los siguientes ni-
meros {(3f ... 33):

st. VB, 3R, VB, VTE, 1.

52. ) 278, Y007, 3738, Y7, 35S,

53, 2 )78, 3y, 73T, 39975, 9 L am.

Eseribase. eT}pleaudc el signo de la raiz, la siguiente potencia con expo-
nenle racienal (54 .., 57):

A b @ s gL
54. 29,34, 55 77 43, 55, 305, 40,3 g8 7128 37 F
2 | 5 1
R o — L
56, 3.2%, 4.34 5.60,25 7.38,25 09.9° 2

3 T
- -2 ——
57, 2.3 2, 3.207, 7.5 8, 8.70,7, 8.40 2.

L
Hallese el valor numérico de las signientes exprosiones numéricas (58 . . .

-+ . B4}, al sustituir todos los signos de las raices per los exponentes racionales
de la potencia:

. VT34 73V T

0. VETE: TV 57RE.

w. V37575V 3Va0%: V7are.
Vs var Y mval s V*’:VT:

3=

—

61,
g o oV s . 8wy 8T R
62 | 3V eV a1y .Y 3y 5.
1
3-“—“; q —,—_ -
63, () 2V 4V 83a: V4 274 2.V 3.
VeV Ep VBV i e=—=t
: 5 (Vs5VBV5s.
5y 1)

HHéllese el valor numérico de las signientes expresionss numéricas (65 . . .
seia TOR

64,

4 2 2 3
05. 27%-83%.32% 8144,
A 18,
2.64% .0,250,6.16-0,26) 3

3
4

=]

66, (100 ;

1
: -2 — 2
67. (6,25‘=‘u.(f_0) -100 2...,01-1) .

1.4 & b L2 5.2 B

68, (2%-87):45):(4 T:@ T3 )l Ce4 08T
N A i o

6. (34 18 %.3 3.208n7] 2

70. {1{_3_‘_2-2__‘2"}:(3“%-2‘%)“(Eél‘) }
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1.

72,

73.

74,

7.

76.

7.

8.

5 i . L A L
{(32.89):2 41032248200,
&, & i . 1w W
(3%2.5%.2% .46 (2771.5 ¥].(25.32 .24y} °
2 1 1 i

04000 S — 00~ F —0027” B[ szsomg (5} -
1

] ks, 8 1 &
27V 2% 4381V23 |—| —?—-(343 V2% — 10 (0,001- D) 3

(Y -5V ) m=5 Vo).
(4 ]/%—-0,5 Vﬁ-kv’m—sé '1/3) (—0,75 V2.
CVE—V5+4V (B VE+YE—21D).

(]/ ]/;z“rg) (V943 12+ 16).

11

9

Iz

Demuéstrese la validez do las siguientes igualdades numéricas (79 .

T9.
81.

82,
£3.
84.
85.
86,
V = 1 = =
Va2Vt 2vs+V s—2V 1012 Va= V214V,
§88.
a90.
91.
92.
43.

G4,
95,
97.
98,

499,

V10t Y o=y 8—2. 80, V32 2= Y/ 3ut.
Vst2yVo+Vis—2yb=2V3

V Viravit Vitgm LItV 242 ‘/3*;"' s
Vir—sVorayis=vi—z.

V 1f’5—V3—V29—-12 V 5=1.

]/0+2 V5-V13+ Vas=y 341.
Ve+V@+V20+VE=V5+Vi+1.

Yoryi= 1“"'/5 .89, VsyYari—V 5y i_i=2
V20514 VoY 2014 ) 2=4.

Vs aye—yY 1127 6=0.
Viaroi2—oyis=3 -8

(944 1"’5+¥/°+ 1 BV Vi—e=2
Va4V Y 4aV2y 3—2V 6y a=23"
Vo8 aVR=V3+1. 96 V17412 2=y 341
V28— 16y 3=y 3—1.

2

ey

Vera(VotVity a—(V6—2(Vb—1 341 =2y 2.

iz I
—_——— =15 2.
Vay5—3y2 dasl
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(24 ¥ 5) 2451 5 —(@2+2 ) 8 2—2} H)

100. < =345
it3V5 v
{ _
101, ——s—==4 3—1V HEYI425 0+4s.
U 333 0 A=Y EVIr2) 9+4)
f§3; a0kl 8 = =1 3+
Y10+61 3 F
Vye—t2 Va—yra-2 g1y
103, vi = —
Vi3 2 !
3 4 — 4=
104, ——1z =0 U+y O 1+ 8
) 11—} 8
05, == =52 ¢ 3+{ DO I+ VD).
EESE
2173 2436} 1
106, ——t 2 O F
P 21 3505 =
i 2V %0 _@0—233( 5+ 65—V
VBV EVT c ;
i 331 2—48+) 24173
n 3Ly 2—73 2 '
] 4 7=
109, == -
§ 31 047 Ts :
a4
Tt :
10, 77— ! - P W W
4.__]/1 Faw ik LNy
J: i ._.._.V? 1(1, .“]"V *"..—)
ip, VY2 VA2V a4V (13412 3—0Y3—8_,

e AT e T
) - 2
112.( 24173 I f_’ 13 _‘_)=2.
13V 25} 3 Vi—Va2—)'3
113. La difercncia )7 140 ¥ 2—57| — ¥ 40 ¥/ 257 es un nimero entero.

Hallese este nimero.
(Cudl de dos nigmeros siguienles es mayor (114 ... 123):

Ha, 7710 6 7% 15, (170,288 6 13
16, +2% 63 5 117 1623 6 35,
He. @595 021y 149, 39 6 R
5 o
120, 3 133.343 & / °2 = -% 973:

wom

75 0 12 ]/31'

G2 V Vi 6V iae
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Demudstrese la validez de las siruientes dosigualdades numéricas 124 .. .
132):

124, 384 = 251 125, 202309 = 41)je03,

126. V3473 +Vi—3 3 <ads.

127. VY Vil—3 =1 1=} 73

128. 2(, BAYEH) D=3+ 5+ VD s

129. 6 1V 244 1345 n>.'t’+ } 104-3 15,

120. (5437459 (154 7+1 "9)>93 3.

(1.3 V34V3Il+)y 2J—1 SR B0 R T € U I e ) B

132. $84-3 04V B

Hailese el valor numérico de las siguienles expresiones bumdricas (L33 « « «
. 170):
133. lngj.-’ﬁ+log, 175 logs (27 V'3) — log, V5 175,
3("._f_-“— W &
; 8 ) ) 8 ) ( V1
1334, logg( 1V )-{-loga { 97 +log, (128 VE —log, 575 ).
135, logy V 'J+lvgs,-79 log ; }7324+log V128173
El ‘g & Vi
64

136, logg “7""1°g]f' 27 —log 1 27—log V'3 (—?-)

yaVali 2 [ —
137, log, (—‘»—Vu_—}———) —log | [/-l",?"‘r— log , (9379

]_fz ¥ P =
£ e V15 5T
138, logg,s (-5 ¥ 50 ) logg.q (——) e Tiag2 (—J") .
129, lugg,ﬁ 1 8—logy (5 1 .>)+logu,.3 {442 173).

V31 73 V1 2y 2

140. l/logp’_ﬁl 17217 z"'?_logl*"lfi'/l 2172
i & oA 2 S I

/ -I/(l T - 7 o

141, " lngﬁ 73 logs 5 |/ ¥ 33

1 — —
142, (lngv-g ?)') V—l;)g 1 {31 5}-|- lag'},.El (5 ‘_.Fm «
3

14

e

s "
 2-logs 3 B+ 5-Jog - 23 —logd V=2
144 %tglogea 541 g20l0grs 2+ 14)y ~log,; i B

143, log, logg Jog, 16. 146, log, log, log, 64
147. log, log, logg 81.

1 =
148, lop, I:lng% (E)—{-Blr}ga ]/2+5].
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149, (lng},._;‘ 125 : log? 25)- (log , V'5: log,,, }735).
5

= 1 / {_ | 1 1 —
160, [log s J/ 7+ 010gy () 210, () ] 108,53
E 16
logg 3=1
151, 3l¥lomad pologs 32 g9 43%08:2 45 T

: logz 343 1
53, 23—1tlg.13+72|0g72+1. 154. '161 10335_'_42 O3 ogg §

155. 92 loga 244 logar 2, 1/324-—2-!0&: 16 ‘

8
156. (0, 1)21” 1-1,51g 0,8 1o 1)-[lgT+2—lg 20)‘

157, 7. [{gzlagﬂ log; 5—1031;-5&
fog, &1
158. ]ng*‘ 5~ (3611088 21 4g~logy B).
log_._ 16
V‘ 4 - 2lg 2
159, ———— 1 = (287 .:
59 Tog, 175 logyrs (27 2)+1002 J.

g o-lgstige I e
j60. 102 soteR By

161. Iogv-—3<log336+]ogr-8-log. 81.
162. 72 Tog, |,/— Noges 35410 log, (T‘g)

1
--|ﬂ[.'t:i 32=-=log, 6h4+log, 10
163, 3° T B

164 (02)4{9](’% 22=- J]ogo 2{)

. El-;’z-)‘j log.V-z 5=2 ](JQV—E 25—106,"1/-2 10+2 l(lg.V-E V-S'

1
166, (lg2+41g5-+1g 300—1g 3).3° 1986 3

1 logg 12 logy 4
167. (logs 27— logy,, 3) (W—m)

3 Il 3 5

) 3 /2
e, ) 5 _Zlogys V5 e P i}
logz V7 log, 5 V7 S5V Flgz Vo3

169, alogs 3, (_%_)i"lﬂi-.'n 2,5

.

—
=]
an

168,

-log, 2:1og, 81.
170. logy 2-log, 3-log, 4-logy 5-log, 6-log, 7.
{Tendrdn sentido las siguientes expresiones (171 . .. 173);
178, V'Tog, 1,4+ Tog, 0,7 ; 172. V' Ig15L1g 0,07;
173. 1g g lg 141?
¢ Cual de Yos niuncros es mayor (174. .. 188):
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R
174. 10g 0,245 6 0; 175. 1g (]—,i—l-) 8 s

176. 1g 4710 6 log, V'2: 177. log,5 6 log, e
178, log, 10 6 logy, 14; 179. log; 2 6 log, 3;
180. log, 2 6 logg,pees 0,25; 181, log,ee 1323 6 loge, 147:

e 1
182, logs 11 6 logs V' 74; 183, —+1g3 6 1g19—1g2;
Es 3

lg541g1°7 54V7
2

aoIg 5 H
1 1 7

186. 3(Ig7—1g5) 6 2(3]39“3*@8) ; I8, lglglgh o 1g%5;

188, log 4 logv-ﬁﬁ & li:ag]/.g Iogp,.5 7?

184. lﬂgnlg 0,8+10go,g5 ¢ 0. 185.

lz){?%méstrese la validez de las siguientes desigualdades numéricas (189 , . .
5h

189. logs 82 <Clog, 5. 190. log; 14 > log, 18.
199, log,q 720 << logy 16. 192. log, V' 3<log, } 2.

2 3
. 1 1 ; 1
193. Ioglogs 23 > 0. 194, Togn Tog, ot < 2.

195. (1-+log, 5) (log3, 55+ 1) > 2 log, 5.
- 1
=
196. log, V'35 (1 " Tog, 57 T8, 55 ) > 4.
1
197. logs, 2 logs 3 log, 5 < 27 -
198, 3logs 7+1log, 54-log,n 5> 4.
199. log, 37 45-log, (45 V'3) == 24 log. } 5 logs ) 3.
lg3d 32
560, lg1-+1g 2—‘;« g —f-]gé} lgd-lg2+4-1g :

3

7 lgtlg24leg3tig4 54-1g6
m.lg_i}g-l—g+g-é-g+lg+3_

7 6
202. log, log, T< log , log , --
72 7

203. log o 2-logyp 2-log, %—} 1. 204. log | 7 > log, a_':— g
5 5 3
205. logsy (V3473 +V 3—53 ) <log, (2}3).
206. Haéllese logy, 72, sabiendo que logs 2 = a.
207. Hallese logg, 9, sabiendo que logge 8 = b.
208, Hallese logy, 64, sabiendo que log, 125 = ¢.
209. Héllese logy 6, si se sabe que logi, 3 = & ¥ logy, 2 = B.
210, Hallese logyy 24, si se sabe que logg 15 = m ¥ logy, 18 = n.




CAPITULO
A

TRIGONOMETRIA

§ 1. Angulos y medicién de los mismos

Coneepto de dngulo. Sean dados dos rayos coincideates: el rayo
QA y el OF (lig. 37).

Supongamos que el rayo OA realiza cierto giro, dando vuellas
en un plano en torno al punto 0. Entonces para cualquier giro seme-
jante el rayo OF se considera como rayo inmévil (inicial) de gire,
mientras que el rayo OA4, el rayo mdvil, que realiza el giro dado.

Cualgquier giro del rayo mdvil O4 con relaciéon al rayo inmévil
OB puede realizarse en dos direcciones opuestas (en el sentido de las
agujas del reloj y en el sentide contrario}. Si en el rayo movil 04

Fig. 37

montamos un dispositivo trazador quo se aleje uniformemente del
punto O, desplazandose a lo largo del rayo OA, entonces, a medida
que gira el rayo OA, el dispositivo dejard en el plano cierta huella.
Al realizar el rayo 04 cisrto giro, la huella representara una curva
on desencollamiento en torno del punte de gire . Dicha curva tiene
por origen el Tayo inmévil OB y termina junto al rayo mévil OA.
Con ayuda de tal curva se muestran en los dibujos los giros, con la
particularidad de gue junto al rayo mdvil la curva termina con una
flecha que indica el sentido del giro realizado.

En la figura 38 se muestra uno de los giros en el sentido de las
agujas del reloj.

En la [igura 39 se muestra uno de los giros en el sentido contrario
a las agujag del reloj.

Supongamos quo el rayo movil OA realiza semejante giro en el
sontido de las agujas del reloj de modo tal, que el rayo OA ha coin-
cidido per primera vez con el rayo inmévil OB. Este giro suele Ila-
marse vieella complete en el sentido de las agujas del reloj (fig. 40).
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Supongamos que el rayo mévil OA realiza tal giro en ¢l sentido
contrario a las agujas del reloj, que el rayo Q4 coincide por primera
ver con el rayo inicial Of. Este giro suele llamarse vueltn complela
en el sentido contrario « las agujas del reloj (tig. 41).

En la fig. 42 se muestra un giro igual a tres vueltas completas en
el sentido contrario a las agujas del reloj.

En la fig. 43 so muestra un giro igual a dos vueltas completas en
el sentido de las agujas del reloj.

Asi pues, de los ejemplos examinados estd claro como se debe
mostrar en el dibujo cualquier girn.

Supongamos que el rayo mévil D4 realiza un giro en el plano
en torno del punto O respecto del rayo inmévil /. En esle caso

0-

o
Fig. 38 Fig, 39

suele considerarse que de osta manera se forma un dngulo = y se
dice que el rayo movil 04 prefija el dngulo «. correspondiente al
giro citado. El punto O se denomina vértice del dngulo «, el rayo
inmdvil OB es el rayo do veferencia del dngnlo o, v 04, el rayo movil

Fig. 40 frig. 41

que prefija el dngulo . El rayo inmévil O (comienzo de referencia
para cualquier dngulo) suele disponerse en los dibujos horizontal-
mente orientado a la derecha. Se ha couvenido en considerar que
si el rayo movil realiza cierto giro en el sentido contrario a las agnjas
del reloj, se prefija de este modo el corvespondiente dngrlo positive:
si el rayo movil realiza cierlo giro en el senlido de las agujas del
reloj. ¢l prefija el correspondiente dngulo negativo; «i el rayo movil
no realiza ninglin gire, & prefija el dangulo nulo.

Por ejemplo, si ol rayo movil 04 da una vuelta complela en el
sentido contrario a las agujas del reloj. dicho rayo prefiju ¢l dngule
positive completo: si ol rayo 04 da una vuelta complela en ol sentido
de las agujas del reloj, él prefija cl dngulo negative completo.

Medicién del dngulo en grados. Supongamos que ol rayo movil

0A realiza un giro igual a g parte de vuelta completa en ol sen-
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tido contrarie a lag agujas del reloj. Iiu csle caso se dice que el rayo
movil OA prefija un dogulo cuya medida en grados es igual a un
grado, o, en forma mas breve, un angulo de un grade {17). Por con-
signiente, el dngulo posilivo completo y el de 360° es el mismo dngu-
lo, prefijado por el rayo moévil 04 gue realiza una vuelta completa
en el sentitto contrario a las agujas del reloj (véase la fig. 41).

Para las paries del dugulo de un grado se han aceptado denomi-
naciones especiales que son minule v segundo.

Supongamoes que el rayo movil 04 realiza en el sentido contrario

e 5 _— 1
a las agujas del reloj wn giro igual a o parte de vuella, correspon-

qu[
-5,
Y

Wig. 432 Fig. 43

diente al dngulo de wn grado. Eu este caso se dice que o] rayo movil
OA prefija un dngulo de un minwto (17). Por consiguiente, un dngulo
de GO y wn angule de 17 son un mismo dngulo.

Supongamos que el rayo movil OA realiza en el sentido conlrario

: ) kg oy 1
a las agujas del reloj nn gire igual A = parte de vuelta. correspon-

(i
diente al dangelo de un minuto. En este
A caso se dice que el rayo movil ¢4 prelija

un angulo de un segundo (17). Por consi-
guiente, un dngulo de 60" y wn Angudo de
1" son un mismo angnlo.

Supongamos que el rayo mévil OA
realiza en el sentido contrario a las agnjas

\ del veloj wn giro igual a i—paﬂ.e de una
a A yuelta completa. En este caso se dice
D1 que el rayo mévil OA prefija un dngulo
liiafe 54 recto positivo o bien nn dngulo de 90°

(fig. 44).
Supongamas que ¢l rayo movil QA realiza en el sentido contrario
a das agujas del reloj un giro ignal a % parte de una vuelta com-

pleti. Bn este ¢aso <o dice que el vayo movil OA prefija un dngulo
ltano positivo, o bien un dngule de 1807 (fig. 49).

Supongamos que el rayo moévil OA no realiza ningin giro, en
este caso se dice que ol rayo mévil OA prefija un dngulo nulo, o hien
wi Angalo de 07 (véase la fig, 37).
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En los casos como el citado suele decirse a veces que el rayo
movil OA ha realizado una vuelta nula.

Supongamos que ef rayo mévil 04 realiza un giro igual a—;:- parte

de una vuelta completa en cl sentido de las agujas del reloj. En oste
caso se dice que el rayo movil OA prefija un dngulo Uano negativo,
o0 bien un dngulo de (—180") (véase la fig. 45).

Fig. 45

Supongamos que el rayo movil OA realiza un giro igual a -;-

parte de una vuelta completa en el sentido de las agujas del reloj.
Entonces, el rayo mévil 04 prefija un dngulo recto negativo, o bien
un 4dngulo de (—90°) (fig. 46).

0 ;

Fig. 46 Fig. 47

Medida radial del dngulo. Stpougamos yue el rayo movil 04
coincide con el rayo inmavil OF sin dar ninguna vuelta. Elijamos
arbitrariamente un punto # en el rayo inmovil OB y un punto N
del rayo mévil OA que coincide con el punto 3. Tracemos una
circunferencia con centro en el punto O y de radio R, igual a la
longitud del segmento ON (fig. 47).

Si el rayo movil 04 ewmpicza a girar alrededor del punto 0, e
punto N se desplazard a lo largoe de esta circunlerencia.

Supongamos que el rayo movil QA realiza tal giro en el sentida
contrario a las agujas del reloj que el punto N, desplazindose por
la circunferencia, pase una distancia igual al radio de ésta. Bn este
caso s dice que el rayvo movil 04 prefija un dngulo cuva medida
radial es igual a un radiin, o, més brevemente, un dangulo de un
radidn (fig. 48).

Sea dado un nimero positivo B. Supongamos que el rayo mévil
04 realiza tal giro en el sentido contrario a las agujas del reloj que
el punto N, desplazandose por la cirennferencia, pase una distancia S,

igual a BA; entonces se dice que el rayo médvil 04 prefija un dngulo
de B radianes.
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Sea dado un namero negativo P, ¥ supengamos que el rayo movil
OA realiza tal giro en el sentido de las agujas del reloj, que ol punto
N, desplazindose por la cireunferencia, pase una distancia §, igual
a [ B | R; entonces se dice que el rayo movil 04 prefija un drgulo de
B radianes.

Asi pues, 1a wmedida radial de cualquier dngulo se define del
modo siguiente. Sea dado cierto dngulo o, prefijado por el rayo
movil OA. Se denomina medida
radiel del dngulo « tal mamero,
cuyo valor abgoluto es igual a la
yaz0n entre la distancia §, reco-
reida a lo largo de la circunferen-
cia de radie R por el punte ¥
del rayo movil 04, y el radio
R, y euyo signo se define por el
A sentido del giro realizado, en

otras palabras, se llama medida

radial del dngulo @ un nimero

positivo% , si el giro se realiza

en el sentido contrario a las
y . 3 i 7 & 3 2

agujas del reloj o bien un ndmero negativo ( —_ }_?)‘ si el giro se

realiza en el sentido de las agujas del reloj.

Si el dngulo viene prefijado por el rayo mdvil OA que no realiza
ningin giro, entonces el dngulo o serd nulo y la medida radial de
este angulo se considera igual a cero.

AF

Fig. 49

Supongamos que el rayo movil OA realiza una vuelta completa
en el sentida contrario a las agujas del reloj, entonces, el punto iV
del rayo movil OA, desplazéndose por la circunlerencia de radio R,
recorre una distancia igual a 2. Quicre decir, en este caso el rayo
mévil OA prelija un dngulo, cuya medida radial es igual a 2 radia-
nes, 0, mis brevemente, wn ingilo de 2r radianes (lig. 49), es decir,
el dngulo de 360° y el de 2s radianes son un mismo &ngulo (véanse
las figs. 41 ¥ 49).

Si el rayo movil 04 da una vuelta completa en el sentido de
las agujas del reloj, se prefija un dngulo de (—2x) radianes (fig. 50),
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es decir, el 4ngulo de (—360°) v el angulo de (—2n) radianes son un
mismo adngulo (véanse las figs. 40 v 50).

Supongamos que el rayo movil O4 realiza % parte de vuelta
completa en el sentido contrario a las agujas del reloj. En este caso
el punto N del rayo movil, desplazdndose por la circunferencia de

22 . Por consiguiente, si el

radio R, recorre una destancia igual a 5

5
N
0 VARG ;
% ~
A
Fig. 51 Fig. 5

rayo movil 04 realiza 71— parte de wuelta completa en el sentido

12

contrario a las agujas del reloj, ¢l prefija un dngulo de 3 radianes

(fig. 51), es decir, un 4ngulo de 90° y un dngulo de = radianes son
un mismo angule (véanse las figs. 44 y 51).
Si el rayo mdvil 04 realiza % parte de vuelta completa en el

2

sentido de las agujas del reloj, €] prefija un dngulo de (— E) radia-

nes (fig. 52), es decir, un dngulo de (—90°) y un Augnlo do {—g)

radianes son un mismo 4ngule (véanse las figs. 46 v 52).
Supongamos que el ravo mavil OA realiza % parte de vuelta
completa en el senlido contrario a las agujas del reloj. Entonces,
el punto A del rayo mavil 04, desplazdndose a lo largo de la cir-
cunferencia de radio R, recorre una distancia igual a nA&, por con-
siguiente, en este caso, el angulo que se prefija por el rayo movil 04
medird n radianes (fig. 53), es decir, el angulo de 180" v ol dngulo de
@ radianes representan un mismo dngulo (véanse las figs. 45 v 53).
Analogamente, el dngulo de (—180°) v el angulo de (—n) radianes
representan un mismo dngulo que se prefija por el ravo mévil 04

gue realiza % parte de vuella completa en cl senlido de las agujas

del reloj (véanse las figs. 45 y 53).
8i la medida radial de cierto angulo constituye f radiasnes, mien-
tras que la medida por grados del mismo angulo es igual a « grados,
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los nGmeros mencionados estaran ligados entre ¢1 mediante la siguien-
te proporcion:

o’ + 360° = f + 2m.

Haciendo uso e esta proporcion, se puede convertir la medida
radial en medida en grados, v viceversa. la medida en grados a la
radial. Los ejemplos aducidos més arriba representan un caso parti-
cular de dicha proporcidn. He agui unos ejemplos mas.

; A I

El dngulo de 30° y el de =
dngulo, lo que se deduce de la validez de la proporcién 30° :360° =

radianes representan un mismo

n Y
_*g-. 2TE.<

El dngulo de 45° y el de % radiancs representan un mismo

dngulo, lo que se deduee de la validez de la proporeidn 45° : 360° =

Fi4 . I F
==—4—:2n. El dngulo de 60° y el de — radianes representan un
mismo 4dngulo, lo que se deduce de la validez de la proporcién

‘ n
600 IJBOG ] T . QT[..

Observacion. En lo sucesivo siempre se cmpleard solo la medida
radial del angulo. En las designaciones las medidas de un dngulo en
radianes casi siempre se omite la palabra «radians. Por esta razon,
en adelanle

— por dngulo n se entiende un dngulo de o radianes, es decir,
un dngule cuya medida radial es igual a nn radianes:

-

; i P i g ;
— por dngulo % se entiende un dngulo de —radianes, es decir.

un dngulo cuva medida vadial es igual a % radianes;

— por dngulo o {donde o es cierlo ntimero fijo) se entiende un
angulo de 2« radianes, es decir, un angulo cuya medida radial es igual
a o radianes:

— por angulo (= -~ B) se enticne un angulo, cuya medida radial
es igual a (% - ) radianes;

— por angulo (= — P) se entiende un dngulo cnya medida radial
es igual a (= — [} radianes.
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Notemos, ademés, que por las palabras ¢un angule o tal que
=B -- ky, k € Z seentiende que ¢ es un angulo tal que su mnedida
radial no es igual al ndmero (B |- &y}, cualquicra que sea el nlinero
entero /.

Circunferencia unidad. Supongamos que en un plano se ha inlro-
ducido un sistema rectangular de coordenadas xQy con el scinieje
positivo de abscisas Ox orientade a la derecha y el semieje positivo
de ordenadas Qy. hacia arriba, Sea dada una circunferencia cnyo

(G 14 =

(a-1

Fig. 54 Fig. 55

radio es igual a la unidad de medicion de longitudes con centro en
el origen de coordenadas (fig. H54). Tal circunferencia sucle llamarse
circunferencia unidad,

Tomemos como vértice de cualquicer Angulo el arigen de coordena-
das. es decir, el punto @ (0, U0). Consideramos como rave inmévil
el semieje positivo de abscisas, es decir. como puntoe de referencia
para cualquier angulo o.

Sea dado un dngulo t,udlqtnud w: es obvio que el rayo movil OA,
que prefija este dngnlo =, cortard sin falta la circunforencia umdad
en cierfo punte @ (e, &). No es menos evidente gue para cnalquier
punto R (¢, d) de la circunferencia unidad existe obligatoriamente
un angulo P tal. que el rayo mévil 04, que prefija dicho Angulo §,
corte la circunferencia unidad precisamente en este punto # (¢, d).

Determinemos las coordenadas de algunos punlos de la cireon-
ferencia nnidad.

Queda claro. ante todo que (fig. 55): el rayo movil O, que pre-
fija el 4ngule nulo, corta la circunferencia wnidad en of punto
M (1; 0); el ravo mdvil 04 que prefija el angulo n, corta la cir-
cunferencia unidad on el punto 72 (—1: 0); el rayo movil G que

i, - n . . . s .
prefija el dngulo 5 interseca la circunferencia unidad en el punto

7 {0, 1); el rayo moévil 04 que prefija ol eingu[o (—:—1} interseca
la circunferencia unidad eun el punto L (0, —i).
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Supongamos que el rayo mavil OA, que prefija el énguloi-f , corta

la circunfercacia unidad en un punto & (fig. 56). Caleulemos las coor-
denadas de este punio. I'racemos por el punto A una recta paralela al
eje Oy, y supongamos que corta el eje Ox en el punto K. Por cuanto
ambas coordenadas del punto A son positivas, serdn iguales, respecti-
vamente, a las longitudes de los catetos del triangulo rectingulo
is6sceles OA K. Conforme al teorema de Pitagoras, |OK |* =
= |OK,|* - | AR, % como |OK, | - | K,K |, obltenemos de agui que

[OR,|=|K K|1=-}%E. Por eso, la ahscisa del punto K es igual a

i 4

Fig. 56 Fig, 57
ta ordenada del punte K e igual al ndmero LN (Juicre decir, ef
rayo movil 24 que prefija el dngulo % corta la circunferencia

¥, Q)ﬁ
25Ty )
Supongamos que el rayo moévil OA, que prefija el angulo de TTT,‘

corta la cireunferencia unidad en el punto § (fig. 57). Calculemos
las coordenadas de esle punto. Tracemos por el punto § una recta
paralela al eje Oy que corte el eje Oz en el punto Sy. Por cuanto ambas
coordenadas del punta § son positivas. serdn iguales, respectiva-
mente, a las longitudes de los catetos del triangulo rectingulo 0§,S.
Del eurso de geametria se sabe que en un triingulo rectangulo la longi-

tud del cateto opuesto al angulo (leg , es igual a la mitad de la longi-

unidad en ¢l punto A (

N 1;
lud de la hipotenusa. Por consiguiente, [ SS; | = 5 De acuerdo
con el teorema de Pitigoras, | 08, |* = | 0§ |* — | 8§, [ De aqui
tenemos | U5, | = 1%3 Por eso la abscisa del punto § os igual
il # v su ordenada, a %
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Quiere decir el rayo movil OA. que prefija el angulo de % :

: (VI
corta la circunferencia unidad en el punto S (sz— g _3')

Supongamos que el rayo movil Od, que prefija el angulo de -313,
corta la civcunferencia unidad en el punto # (fig. 58). Caleculemos

Fig. 58 Fig. 59
las coordenadas de dicho punto. Tracemos por el punto £ una recla
paralela al eje Oy, que corta el eje Jz en el punto #,. Por cuauto
ambas coordenadas del punto # son positivas, serdn iguales, respecti-
vamente, a las longitudes de los catetos del tridngulo rectingunlo.

fia )
A

{ia.d S B

Tig. 60 Fig. (]
Empleando la afirmacién enunciada mas arciba sobre la longitud

del cateto opuesto al angulo de g’, llegamos a que | OF, | = %
mas, en este caso, al aplicar el teorema de Pitagoras. encontramos
V'3

que |F F] = . Por eso. la abscisa del punlo /7 e« igual a -3_,—?
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S8

y =0 ordepada, a «L,-

Quiera decir, el rayo movil 04 que prefija el dngulo de—:; corta
V3
2

Supongamos que el rayo mévil OA. que prefija el angulo o, corta
la cireunferencia unidad en cierto punto @ {a, b). En este caso es
licil ver la validez de las siguientes afirmaciones:

1. El rayo mévil OA. que prefija el dngulo (o + 2n), corta la
cireunferencia unidad en el mismo punto @ (a. b) (fig. 59).

. ; 5 !
la cirennferencia unidad en el punto F (?,

) ¥
A
——t——dd / \
f;’r{:?;.?,—' 5 / 7 \ mgj
ﬁ?//} 19 = 7. - Q.f-a,0
Qo) et . L ;
' e | !
A
Fig. 62 Fig. 63

2. Bl rayo movil OA que prefija el dngulo (o — 2n) corta la cir-
eunferencia unided en el mismo punto Q (¢, b) (lig. 60).

3. Elrayo movil que prefija el angulo (o0 - 1) corta la circunferencia
unidad en el punio Q, (—a. —b}, simétrico al punto Q (a, b} con rela-
cidn al origen de coordenadas, es decir, al punio O (0, 0) (fig. 61).

4. £l rayo mdvil que prefija el dngulo (—o) corta la circunferencia
unidad en un punio Q, (@, —b), simétrico al punto Q (a, b) respecto del
eie Ox (fig. 62).

5. Kl rayo mdvil que prefija el dngulo (n —a) corta lo circun-
ferencia unidad en un punio Qg (—a. b), simétrico al punto Q (a, b)
respecto al eje Oy (fig. 63).

§ 2. Seno y coseno de un angulo

Sea introducido en un plano el sistema rectangular de coordenadas
Uy eon el semieje posilivo de abscigsas Oz orientado a la derecha y el
semieje positivo de ovdenadas Oy, orientado hacia arriba (fig. 64).
Sea dada, ademis una circunferencia unidad.

Elijamos como vértice de cualquier angulo el origen de coordena-
das, es decir, el punto @ (0, 0). El semieje positivo de abscisas se
considera como el rayo inmovil OB, cs decir, coma el punto de refe-
rencig ¢n la medicion de cualquier ingulo «.
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Supongamos que el punto M es un punto contdn del rayo inmdvil
OB y de la circunferencia unidad. Entonces, una parle del rayo
inmévil OB, a saber, el segmento O se denominard radio unidad
inmavil, o bien punto de role-

rencia de los angulos. ¥
Supongamos que el rayo A

mévil 04 coincide con el in- divy

moévil OF sin realizar ningu- N,

na vuelta. Denotemos con
el punto del rayo movil 04
iue conincide con el punto M
del rayo inmévil O5. Enton- i MLy B &
ces, una parte del rayo mavil
OA, es decir, el segmento ON
gse denominard redio unidad
mévil, v el punto N, extremo
del radio unidad mévil.

Si el rayo mévil 04 rea- _
liza cierio giro, entonces jun- Fig. 64
to con ¢l realizara también
el mismo giro el radio unidad moévil ON. Por eso se puede conside-
rar que el dngulo « lo prefija no s6lo el rayo movil OA, sino tam-
bién el radio unidad mévil ON.

Convengamos en decir en lo sucesivo: el radio unidad mévil ON
prefija un 4ngulo «, sobreentendiendo por ello que el rayo mévil

correspondiente 04 prefija el mis-
i mo angulo .
) Supongamos que el exlremo del
radio unidad mavil OV, que pre-
fija el dngulo o, coincide con el
punto @ («. &) de la circunferencia
unidad; entonces, las coordenadas
del punto @ se llamardn coordena-
das del exiremo del radio unidad
moévil que prefija el dngulo =
v se notard: ¥ (a, b).

Seno de un angulo. Sea dado
un  angulo cualyuiers «. Bl nd-
mero igual a la ordonada del ex-

Pig. 65 tremo del radio unidad movil que
prefija dicho angulo o lleva el nom-
bre de seno del dngulo = v se designa seu a (fig. 63).

De la definicién proviene que pava cualquier dngulo o existe el
seno de este dngulo v, ademds, tnico.

Ejemplos.

L.a ordenada de! extremo del radio unidad movil, que prefija
el dngulo nulo, es igual a cevo (fig. 66), por consiguienle, sen 0 = (.

La ordenada del extremo del radio unidad mévil que prefija el

Nin o i ———— 8,71, seriwl

210



dngulo zr es igual a eero (véase la fig. 66). Por consiguiente, sen n = 0.

La ordenada del extremo del radio unidad moévil que prefija el
n
;;

es igual a la unidad (fig. 67), por consiguiente sen ';-= 1.

La ordenada del extremo del radio unidad mévil que prefija el

angulo de

angulo ( __:r._) es igual a(—1) (véase la fig. 67), por eonsiguiente,

£}
-

¥
N1

i 7 Mgz
(i H(f‘(}_'l,' a

i0,1)

Fig. 66 Fig. 67

sen (—%) =—1,

La ordenada del extremo del radio unidad movil, que prefija el

dngulo de g, es igual a —é-(fig. 68), por consiguiente, sen g = -1— 5
. v ¢
()
N(“’f,—’]
2'2
a ML =
Fig. 6§ Fig. 69

La ordenada del extremo del radio unidad mdvil, gque prefija el

: . e . o
dngulo de ;—[ ,esigual a 132‘ {fig. 69), por cousiguiente, sen 42 == -Kzg ‘

La ordenada del extremo del radio unidad mévil, que prefija el
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angulo de %, exigual a P—,)q (fig. 70), porconsiguieute.sen?} o

V3
T .
Demos a conocer algunas propiedades del seno de un dngulo. Por
cuanto, para cualguier angulo 2. la ordenada del extremo del radio
unidad mévil, que prefija dicho dngule o, no puede ser menor de
{(—1) y mayor de 1, encontrindose encerrada entre los valores adu-

¥ ¥
f v'g}
drii
i (2 2 Mﬂf,..h_a'
: g ol {I
i Mo i Mo
) o
Fig. 70 Fig. 71

cidos, incluidos (—1) ¥ 1, enlonces, cualquiera que sea el angulo .
ge verifica la desigualdad doble —1 =< sen o < 1.

Supongamos que la ordenada del extremo del radio unidad movil,
que prefija el dangulo o, es el nimero b. entonces, segin lo expuesto
més arriba, la ordenada del extremo del radio unidad wovil, que
prefija el dngulo (—a), serd el ntmero (—b) (Tig. 71). Por eso, para
cualquier dngulo o« se verifica la igualdad

sen (—a) = —sen o,

Esta propiedad del seno de un dngulo puede cnunciarse asi: el
signo menos puede sacarse del signo del seno o introducirse bajo el
signo del seno, es decir:

gen (—n) = —sen o = sen (—a).

s ( i DU | N

Ejemplos. cn ——ﬁ")— sen === — 5= ;
s o i g T l:!
cn(—T)_ sen == -~ 5~ ;

‘e“(—“i == ‘-‘eni—m‘_'?

3)__'" B o

Segin lo indicado anteriormente, la ordenada del extremo del
radio unidad, que prefija el dngulo «, cs igual a la ordenada del
extremo del radio unidad que prefija el dngulo (n — o) (lig. 72).
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Por eso, para cualquier dngulo =« se verifica la ignaldad

sen (U — o) = sen o,

s A I e z .
Ejemplos. sen —= .z sen { l— —= ) = sen oo ===}
S el L sen = .
= —— = S | == B =
0 G >

25 S (n = ) N 2 b
00 —— = Se —_—— | =sen ————,
3 2

Supoengamaos que la ordenada del extremo del radio unidad mdovil,
que prefija el angulo o, es el ntimero b, entonces, segiin lo expuesto

WA y
Mok
Nf-ar, it B N iy
i L+
i Mt 8 & \ g ML) z
N{'E{,-rﬁﬂ
Fig, 72 Fig., 73

mas arriba, la ordenada del extrewo del radio unidad mavil, que
prefija el dngulo (n L o), cerd el numero (—b) (lig. 73). Pov eso, para
cualquier éngulo n se vervifica la igualdad

sen (M + @) = —sen .
5 . i n T l 5
Ejemplos. sen e (J’i +T) = —sen o= — - |
|01t In = sin ( ] — sop ——== La
> Gy e e T T 2
An : 4
S(’ﬂTﬂﬁl’ll ( ) = — =N ,_=_‘T.

Segttn lo indicado mas arriba, la ordenada del extremo del radio
unidad movit, que prefija el dngulo o, es igual a la ordenada del
extremo del radio unidad moévil que prefija el dngulo (o + 2m) e igual
a la ordenada del extremo del radio unidad mévil que prefija el dngn-
lo (& — 2m). Por eso, para cualquier angnlo o se verifican las siguien-
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tes igualdades:
sen & = sen {a - 2a),

gen o= sen (o ~ 2m),

Haciendo uso de estas igualdades y aplicando el método de induecion
matemdtica, se puede mostrar que para cualquier nimero enlero n
y todo &ngulo « se verifican las ignaldades

sen o = sen {c + 2mn) == sen (@ — 2an).

Esta propiedad del seno de un dngulo puede enunciarse asi: el seno
de cualquier dngulo « se repite. al variar el angulo en Ia magnitud de
2an, donde n es un nlmero entero cualquiera.

. !

Ejemplos. sen ﬁ = e (2:-1 - —g—) = Sel) — = —1,— :

fi b
Oz A oq 3
sen —~ = sen {9:!. + T) = 80N ==y
(. B e B ER,
sen — = sen (Q.T[- -4 T) =son —=-"5-;
1in n w
okl ORI e g T = & e L
sen —¢ sen (Q:r[ 3 ) [n( T
b1 9
— "0 ( = T)

i i b
BN — == Fen (/J;n: _"r&_)
T W .
sen —- = sen (-n. 5 )

----- S0 ( —i-]
R 5

son (—;lﬁ-'lﬂn) =sen%=1;
sen ( —-%-"———24:5) = sen (—-—T—) = — 1.

Sea dado un ndmero B € (0, n). Bxaminemos un dngulo cuyi
medida radial es el namero B. Bl extremo del radio nnidad movil,
que prefija dicho dngulo. coincide con cierlo punto de la circun-
ferencia unidad dispuesto en el primero o en el cegundo cuadrantes.
o bien en el semieje positivo de ordenadas. Por eso, la ordenada del
extremo del radio wnidad movil, que prefija ol angulo mencionado.
es posiliva, con otras palabras. el seno de este dngulo es positivo.

Tomando en consideracion gue sen f — sen (f 5~ 2mn) para cual-
quier niimero entero a2, se puede afirmar que sen o es positivo para
cualquier dngulo « tal. que su medida radial (el niimero a) pertenece.
para cierto n entero, al intervalo correspondiente (2an. w - 2an).
En la recta siumérica (fig. 74) se muestran tales intervalos, que para
cada ndmero c. perteneciente a cualquiera de estos intervalos, sen o
es -positivo.

De modo analogo se muestra que es tambiéu vilida la siguiente
afirmacion: sen o es negalivo para cualquier dngulo o tal, que su
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medida radial (el nomero &) pertencce, con cierto n entero, al inter-
valo (& + 2mn; 2 - 2an). En la recla numérica (fig. 75) estédn mos-
trados tales intervalos, que para cada nimero «, pertenciente a cual-
quiera de ellos, sen o es negativo. 3

En fin, teniendo presento que sen o = sen (o + 2nn) pava lodo
nimero n enlero y que sen 0 = sen 7 -= 0, resulta que sen « es igual

n=ll . =t

« A o O gy W z
7 0 Ao 4y dn
Fig. 74
a cero para eualguier dngule o tal, que su medida radial (el nimero «)
¢s igual al ndmero am, siendo m entero. En la recta numérica

{fig. 76) se muestran aqueklos ndmeros «, para cada uno de los cuales
sen o es igual a cero,

n==p h=-1 =0
"J.“.";'?-? ] 1 IT7ES AP} | Mgl ] 4
S w dE-x _x U g ¥ & X ow
Zz 2 Z 2 2

=

Fig, 75

Arco seno de un ndmero, Surge con frecuencia el problema cn
¢) que se reqniere hallar, para cualgquier nimero real @, tal dngulo o
gue el seno de éste sea igual al ndmero a.

iz sit=—f w-f m=f m? m=d
4, L | 1 A |

e ~& g 4 o Mmooz

Fig. TG

Observemos que si ¢ > 1 y si 2 < —1, entonces esle problema
wo lieng solucion, pues, por definicion de seno de un dngulo, no existe
tal dngulo cuyo seno sea mayor del 1, o menor que (—1).

En cambio, si a € [—1; 1], se puede mostrar que existe una
infinidad de dngulos tales, que el seno de cada uno de ellos es igual
al ntimero «. Bn electo, la recta y — a (a € [--1, 1]) corta la cir-
cuulerencia unidad o hien en dos puntos (fig. 77) o bien en un solo
punlo (fig. 78). Mas, segin lo expuesto mas arriba, para todo punlo
de esle Lipo en la circunferencia unidad existe nn angulo « tal, que el
seno de diche angulo es igual a la ordenada del punlo citado, es decir,
igual a «. Ahora, de acuerdo con la propiedad del seno tenemos

sen ¢ = gen (o0 - 2mn)
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para cualquier dngulo 2 vy para todo nimero entero . Por eso, el
seno del angulo (o + 2nn) es igual al ndmero @, cualquiera que sea
el niimero entero n.

Se ha convenide en lo siguiente: el dngule cuyo seno es igual al

nitmero a y que forma parte del segmento [ ff] recibe el
nombre de dngulo principal y se designa arcsen 4 {se lee: arco seno del
y ¥
y=f {qn
=g @: {vi-a% g} .
(Ga) » g
aresen g \
[ iy =z o < 0 &
e
wrgsen -
=
{e-1
Fig. 77 IMig. 78

nimero a). De este modo, por definicién, arcsen ¢ es el angulo que
satisface simultdncamente dos condiciones:

i I
—g-arcsen asg—-,  sen (arcsen a) =a.

Es facil ver que para cualquier niimero ¢ € [—1; 1] el arco seno de
este nimero existe y es, ademds, tinico. Para todo ndmero a €
€ (—oo, —1) 1) (1, +co} el arco sena de él no existe.

. . a n
Ejemplos. 1. arcsen0 es un angulo « tal, que — TRAK 5 Y
seno == 0; estd claro que éste es un dnguio cero, por consiguiente,

arcsen 0 = 0.

3 ° X T a

2. arsen1 es un angulo & lal, que — A5y sena=1;
i ¥ s ) 5 b ;

estd claro que éste es el dngulo - (véase la [fig, 78), por consi-

guiente

J It
arcsen 1 = -5 -

. - I
3. arcsen. (—1) es nn bngule o lal, que— -

T
RES TR
- I3 - I -
sene = —1; csta claro que éste es el dngule (_...__’._) (véase la
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fig. 78), por consiguiente,

arcsen (— 1) = — —5-.
2
4 E(] i o 4 1 Lal y A < (L o
. aresen—- es un angulo « lal, que — 5 <aK5-y sena=
1 : . y n r ;
=—; esld claro que éste es el anguloT, por consiguiente.
arcsen A g
drcseln -2—...- 5 -

5. aresen {—}—2) es un dngulo o Llal, que —
" f:i

sen o= —%‘; esli claro que éste es el dngulo ( -
siguienle,

Tl - 4
TSO%T Y
n

'2-'). Por con-

aresen [ () . |
arcesen | — 2)-—-—“T.
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3 : LT,
6. (’g_l'c:ﬂ:;n!—,—z—J es un angulo e tal, que ——?QOLE-Q—E- y seno=

2 3 i . . It . .
= -'i—-; esli claro que éste es el augulo—-,T, por copsiguienie,

1’3_ =

Gresen 5 — 3

Indiquenos algunas propiedades del arco geno de un nlunero, que
se desprenden de su definicidn. Para todo mimero @, mayor que 1,
y también para todo wimero @ menor que (—1), la notacién arcsen ¢
estd privada de sentido. Por ejemplo, no tienen senti do las notaciones

arceen 2, arcsen (—d), arcsen (—-]/5),
$
- J'i
arcsen 7, aresen {(— ), avesen )/ T,
3
Para cualquier nimero a € |—1; 1] se verifica la siguiente desi-

gualdad doble

3 T — -
—2'—“‘% Aresen ﬂ.‘:»_‘-:.___T i

Para todo ntmero a € [—1; 1] es valida la igualdad
sen {arcsen a) = a.

. noon Eas ’
Para todo nimero a € [-—-“2-; —;»] es vilida la igualdad
arcsen (sen @) =c.

= i 1
Ejemplos. 1. Caleilese sen (i'U‘CSt‘n 5 ) - Lor ouanto% €l—1, 1],

enlonces sen (arcscn ~;—) = -?,‘—
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2. Calcilese arcsen (se.n ]/E) Por cuanto 1/ € {__{:_ .

)= e
>3 o

E14
2

] , enlonces arcsen (.«en ]/ ‘_]

4. Calcalese arcsen (Sen 121 ) . Por cuanto iﬁ'r € [_.__;l ,-;3] ;

13n {']*[

no podemoes esceribir que aresen (Sen T) = . No  obstante,

£ 13x i oL b
es faeil ver que sen ——=%n (2:1 + T) =sen -6- . Por eso,
13n 7
arcsen (sen T) =arcsen (se n —6-) . Por cuanto = L [

6

2

n 8 - ;

entonces arcsen (sen—)m-é—. Asi pues, arcsen (aﬂn 1——-—)_—: =
4. Calcilese arcsen [sen(—35)). Es ficil ver que sen{—

=sen {(2n—5) y(?n—ﬁ)é[-—-T, 2] Porcsoarcqen[sen(—S),l

= arcsen [sen (27 — 5)] = 2n — 5. Asi pues, arcsen [sen (—5)] =
= 2n — 5. Por fin, demos a conocer una propiedad méas del arco
seno del nimero a: para cnalquier niimero a € [—1; 1] se verifica
la igualdad

arcsen {-—a)= —aresen a.
Lifectivamente, por definicién, aresen a==a, con la particula-

ridad de gque sen a=a ¥ aE[—% 5 —321] , arcsen {—a)=0, con

la particularidad de que scuf=—a y ﬁE[--'—g- ’ ";—]

De aqui se hace evidente que p = —g, es decir,
arcsen (—a) = —arcsen a.
Ejemplos.
1 i n
1. arcsen (—-2-) = —arcsen 5= =&,
V2 V2 P
2, arcsen ( ——2)_. —Aresen Sy== -~ 7,
3. arcsen (—K;)z: — aresen V—23= _._%

Coseno de un dngulo. Sea dado un 4ngule o cualquiera. El nime-
ro igual a la abscisa del radio unidad movil, que prefija dicho &ngulo
o, se denominy coseno del dngulo « ¥ se designa cos o (fig. 79).

De la definicién se deduce que para cualquier 4ngulo o existe el
coseno de este Angulo y es, ademds, nico.

La abscisa del extremo del radio unidad mévil, que prefija el

- I . - . v - . .
anguioT, es igual a cero (véase la fig, G7), por consiguiente,

oS ig‘-zo.
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La abscisa del extremo del radio nnidad moévil, que prelija el
angulo (—12-]‘ es igual a cero (véase la fig. 67}, por consiguiente,

oS ( —?) 0.

La abscisa del extremo del radio unidad mévil, que prefija el
4dngulo nule, es igual a fa unidad (véase la fig. 66), por consiguiente
cos O = 1.

La abscisa de los extremos del radio unidad mdvil, que prefija ¢l
el dngulo n, es igual a (—1) (véase la fig. 66), por consigniente,
cos = —1.

La abscisa del exiremo del radio unidad movil, que prefija el

o
. o e 2 P
angulo ., €8 igual al—z—(vease la Tlig. 68), por consiguiente,
v’ 3

€08 =
6 o 2
La abscisa del extremo del radio unidad mévil, que prefija el
f
angulo Tnu: igual a" (véase la f[g 683), por consiguienie,

/2
¥ COs "Z" ‘ 5

La ahsclsa del extremo del
radio unidad mévil, que prefija

- m : 1
el dngulo 5 es igual a—
(véase la fig. 70), por congi-

S n 1
gulentie, cos Rt a0

He aqui algunas propiedades
del coseno de un dngulo.

Por cuanto para cualquier
angulo o la abscisa del extre-
mo del padio unidad mdvil, que
prefija el dngulo o, no puede ser

Fig. 70 menor que (—1) y mayor que 1,

encontrandose encerrada entre

dichos valores, incluidos (—1) y 1, entonces para todo dngulo = se
verifica la sipuiente desigualdad cdoble

—1 < cos o <, 1.
Seglin lo mostrado anteriormente, la abscisa correspondiente al
extremo del radio unidad mévil, que prefija el angulo ¢, es igual a la

abscisa del extremo del radio unidad mévilque prefija el 4ngulo (—a).
Por eso, para todo angulo o se verifica la igualdad

cos (—a) = cos a.

Esta propicdad del coseno de un dngulo puede enunciarse asi: el
signo delante de un angulo que estd bajo el signo del coseno se puede

228



cambiar sin variar el valor del coseno del angnlo, es decir,
¢os (—a) — cos oo = €os (—aot).

T i 'lffg
Ejemplos. cos (__(T) =c0S——=="5 ,
, Yy _ ... X ___]/Z
CQE“(—T)—LUET——g 1
C[)g(_l)—(‘gqi—‘._i—
< B sy

Supongamos que la abseisa correspondicnte al extremo del radio
unidad mévil, que prefija un dngulo «, es el nimero a; entonces, de
acuerdo con lo mostrado anteriormente, la abscisa del extremo del
radio unidad mévil, quo prefija el angulo (n— =), esel nimero (—a)
{véase la fig. 72). Por eso, para todo angulo o

se verifica la ipualdad

cos (nm — o) = —cos a.
3 n . g Lom 'Vrg
Ejemplos. cos - =cos (JT- — T) = —CO8 5 == — S
on { nY n__ V3
C-OS*H——-BOS\E T)——-*CDHT_— — .
05 22— 005 5— L) = —cos = — 1
el L _3)_ Em T B

Sea el ntunero @ la abscisa correspondiente al extremo del vector
unidad mévil que prefija el ingulo a; entonces, segin lo mostrado
anteriormente, la abscisa del extremo del radio nnidad mévil, que
prefija el angulo (n -+ a), es el nimero (—a) (véase la fig. 73). Por
eso, para cualquier dngulo o se verifica la igualdad

cos (m + a) = —cos a.
y 5n o N |
Ejemplos. cos ——=rcos (“TT) = —C0S 7T = — T
N . Ty x V3
cos - =cos (4} = —eom =75
4m n i 1
C08 —— = €08 (:‘T *{“T) = —C[]ST: ey

Como se ha indicado mas arriba, la abscisa del extremo del radie
unidad mévil, que prefija un dngulo «, es igual a la abscisa del
axtremo del radio unidad movil que prefija el dngulo (= - 2r) ¥ es
igual a la abscisa del extremo del radio unidad movil que prefija
el dngulo (@ — 2xt). Por eso, para cualquier dngulo o se verifican
las ignaldades
cos oo — cos (& -+ 27),

cos o = co8 (& — 2n).
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Haciendo usoe de estas igualdades y aplicando el método de induccion
ntatemitica, podemos mostrar que para todo ndmere entero n y para
cualquier dngulo o se verifican las igualdades

cos o == ¢os (2 4 2mn) = cos {(x— 2mn).

Esta propiedad del coseno puede enunciarse asi: el coseno de cual-
quier &ngulo « se repite, al cambiar el dngulo en la magnitud de 2nn,
donde n es un nimero entero cualquiera.

2 t

. o AN L . W
Ejemplos. cos—— =cos (2:'1 - "(T) =08 =",

9 .om n_ V2

€O = =008 (21; 1—-2—) =08 S-—=—"

U“Hn

' 6 6 o

cos ;“—cos ~ 4 27} =cos %y )3
7 =cos(~ T+ 2n)=cos( —F)=L7,

(osizmms(-—-‘L?—-i—?n):cos(-——g):—%—,

coa';=uos(—g——§—2rc]=cos%zv;—.

cos (‘—— 191‘5) =cos%=—;:-.
5B

Sea dado un nimero B € ( 5 'ZE) Examinemaos un dngulo
cuya medida radial es el nfimero B. El extremo del radio unidad

Fig, 80

movil que prelija oste dngulo coincide con eierto punto de la cir-
cunferenciajunidad dispuesto o bion en ¢l cuadrante I o bien en el
cuadrante IV, o bien en el semisje positivo de abscisas. Por eso, la
abscisa correspondiente al extremo del radio unidad mévil, que
prefija el dngulo dade, cs positiva. Con otras palabras, el coseno de
este angulo es posilivo. Teniendo presente que cos p = cos (B + 2mn)
para cualquier ndmoro 2 positivo, podemos afirmar que cos o es posi-
tivo para todo angulo 2 tal, que la medida radial de éste (el nmero a)

BN
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' g T ; 4
pertenece, para cierto » entero, al intervalo ( — g 2nn, 5 -+ 2 n).

En la recla numérica (fig. 80) se muestran los intervalos de tal géuero,
que para todo nuimero ¢, perteneciente a cualgniera de ellos, cos @
es positivo.

Andlogamente se muestra que cos y es negativo para cualquier
sngulo y tal, que la medida radial de éste (el niimero y) pertenece,

== =0 ni={
Lol —L sl

a3 0 % oa oo o K2

Fig. 81

con ciertg n entero, al intervalo (2E -+ 2nn, %Ff - 2Jm). En la

recta numérica (lig. 81) se muestran los intervalos de tal género,
que para todo angulo v, perleneciente a cualquiera de ellos, cos y
es negativo.

Por fin, towando en consideracién que cos & = cos (= - 21tn) para

n
todo n entero e o8 —~ =eos{ — =} =0. resnlta que cosa es
2k 2 2

= N H==1 n=f ff.=f f.-’lfe?
7 -dnfz  —a/2 Z/2 Mz Mzl

rig. 82

igual a cero para cualquicr dngulo « tal, que la medida radial de
éste (el nGmero «) es igual, con cierte n entero, al nimero

(JI&-I——;L). En la rtecta numé